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Ïîñîáèå íàïèñàíî ïî ïðîãðàììå îáÿçàòåëüíîãî êóðñà
”
Ôóíêöèîíàëü-

íûå ñèñòåìû“, êîòîðûé ÷èòàåòñÿ àâòîðîì íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû ìàòåìàòè-
÷åñêîé êèáåðíåòèêè. Ïîñîáèå ñîñòîèò èõ äâóõ ãëàâ. Â ãëàâå 1 ïðèâåäå-
íû íåîáõîäèìûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî áóëåâûì ôóíêöèÿì è äàíî ñî-
âðåìåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîñòà (ïåðå÷èñëåíèå âñåõ çàìêíóòûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ óêàçàíèåì êîíå÷íûõ áàçèñîâ). Ãëàâà 1 ñîäåð-
æèò òàêæå êðèòåðèé ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû äëÿ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé. Â ãëàâå 2 íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ äàíî îïèñàíèå âñåõ ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè.

Äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ ïî äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêå è êèáåðíåòèêå.
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Ïðåäèñëîâèå

Íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ àâòîð ÷èòàåò äëÿ ñòóäåíòîâ 4-ãî êóðñà êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè îáÿçàòåëüíûé êóðñ

”
Ôóíêöèîíàëüíûå ñè-

ñòåìû“. Ìàòåðèàë êóðñà ðàçáðîñàí ïî æóðíàëüíûì ñòàòüÿì è ìîíîãðà-
ôèÿì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü â êîìïàêòíîì è äîñòóïíîì
èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êóðñ.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå íàïèñàíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé êóðñà

”
Ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû“. Â í¼ì ïðåäñòàâëåíû äâå îñíîâíûå òåìû:
ïåðå÷èñëåíèå âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ äîêàçàòåëü-
ñòâîì ïîëíîòû ïðåäñòàâëåííîãî ñïèñêà êëàññîâ (ãëàâà 1) è îïèñàíèå âñåõ
ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè (ãëàâà 2). Êðîìå òîãî, â ãëàâó
1 âêëþ÷¼í ïàðàãðàô, â êîòîðîì ðàññìîòðåíû äâà âîïðîñà î çàìêíóòûõ
êëàññàõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, à â ãëàâó 2 � ïàðàãðàô, ñîäåðæà-
ùèé ïåðâîíà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ îá îäíîðîäíûõ ôóíêöèÿõ � âàæíûõ äëÿ
ïðèëîæåíèé ôóíêöèÿõ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè.

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê áóëåâûì ôóíê-
öèÿì, à òàêæå íåáîëüøîé ïåðå÷åíü óòâåðæäåíèé èç êóðñà

”
Äèñêðåòíàÿ

ìàòåìàòèêà“, èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè. Â öåíòðàëüíîé
÷àñòè ãëàâû 1 äà¼òñÿ ñîâðåìåííîå è êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî çíàìåíèòî-
ãî ðåçóëüòàòà Ïîñòà � îïèñàíèå âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíê-
öèé è ïîñòðîåíèå â íèõ êîíå÷íûõ áàçèñîâ. Â ãëàâå 2 íà ÿçûêå ïðåäèêàòîâ
ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå âñåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè.

Ïîñîáèå àäðåñîâàíî ïðåæäå âñåãî ñòóäåíòàì è àñïèðàíòàì êàôåäðû
ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè. Îíî ìîæåò áûòü òàêæå ïîëåçíî ñòóäåíòàì,
àñïèðàíòàì è ñîòðóäíèêàì äðóãèõ êàôåäð, æåëàþùèì ïîäðîáíî îçíà-
êîìèòüñÿ ñ êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè Ïîñòà ïî çàìêíóòûì êëàññàì
áóëåâûõ ôóíêöèé.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîôåññîðó Â.Á.Àëåêñååâó è äîöåíòó Ñ.Í.Ñåëåç-
íåâîé çà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ è Ä.Â.×èñòèêîâó çà ïîìîùü â îôîðìëåíèè
ðèñóíêà.
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Ãëàâà 1. Çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé

Èç êóðñà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî ïîìèìî êëàññà P2 âñåõ
áóëåâûõ ôóíêöèé è ïÿòè åãî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ L,M, S, T0, T1 ñóùå-
ñòâóåò è ðÿä äðóãèõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Âñå çàìêíó-
òûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé áûëè íàéäåíû Ý.Ïîñòîì (E.Post) â 1921 ã.
(ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîÿâèëîñü â 1941 ã.). Â äàëüíåéøåì
ðåçóëüòàòû Ïîñòà íåîäíîêðàòíî ïåðåèçëàãàëèñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè,
à èäåè äîêàçàòåëüñòâ è ñàìè äîêàçàòåëüñòâà çíà÷èòåëüíî èçìåíÿëèñü è
óïðîùàëèñü. Â ýòîé ãëàâå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ Ïîñòà,
êîòîðûå â îñíîâíîì âçÿòû èç ñòàòüè [7]. Â ïàðàãðàôàõ 1,2 ñîäåðæàòñÿ
êëþ÷åâûå ïîíÿòèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èçëàãàþòñÿ â
êóðñå

”
Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà“. Ïàðàãðàôû 3-6 ïîñâÿùåíû ñîáñòâåííî

äîêàçàòåëüñòâàì ðåçóëüòàòîâ Ïîñòà. Ïàðàãðàô 7 òåìàòè÷åñêè ïðèìûêà-
åò ê îñíîâíîìó ñîäåðæàíèþ ãëàâû 1. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòè÷-
íûå áóëåâû ôóíêöèè íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ è óïðàæíåíèÿõ ïî
áóëåâûì ôóíêöèÿì, à òàêæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåêîòîðûõ ÿâëåíèé â
òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì.

� 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Áóëåâû ôóíêöèè. Ïóñòü E2 = {0, 1}. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
n áóäåì ðàññìàòðèâàòü n-þ äåêàðòîâó ñòåïåíü En

2 ìíîæåñòâà E2, êîòî-
ðàÿ ñîñòîèò èç 2n óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (a1, . . . , an), ãäå ai ∈ E2 ïðè
1 ≤ i ≤ n.

Áóëåâîé ôóíêöèåé (îò) n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îòîáðà-
æàþùàÿ ìíîæåñòâî En

2 â ìíîæåñòâî E2. Áóëåâó ôóíêöèþ îò n ïåðåìåí-
íûõ íàçûâàþò òàêæå n-ìåñòíîé áóëåâîé ôóíêöèåé. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé êîíå÷íî è ñîñòîèò â
òî÷íîñòè èç 22

n

ôóíêöèé. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé (îò ëþ-
áîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ) ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü P2.

Ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè. Ñëåäóþùèå ôóíêöèè îò îäíîé è äâóõ
ïåðåìåííûõ èãðàþò îñíîâíóþ ðîëü íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äàëüíåéøåãî èç-
ëîæåíèÿ: 0 (êîíñòàíòà íóëü), 1 (êîíñòàíòà åäèíèöà), x (òîæäåñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ), x̄ (îòðèöàíèå), x∨y (äèçúþíêöèÿ), xy (êîíúþíêöèÿ èëè óìíî-
æåíèå), x+y (ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2), x→ y (èìïëèêàöèÿ). Îïðåäåëåíèå
ýòèõ ôóíêöèé ïðèâåäåíî íèæå â òàáëèöàõ.
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x 0 1 x x̄

0 0 1 0 1
1 0 1 1 0

x y x ∨ y xy x+ y x→ y

0 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 0 1

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ôóíêöèè f îò n ïåðåìåííûõ (n-ìåñòíîé ôóíê-
öèè f), ìû áóäåì, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå f(x1, . . . , xn),
èìåÿ â âèäó, ÷òî n ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f óïîðÿäî÷åíû è ïåðâàÿ ïåðå-
ìåííàÿ îáîçíà÷åíà ÷åðåç x1, âòîðàÿ � ÷åðåç x2 è ò.ä. Âìåñòå ñ òåì, êàê
ýòî ÷àñòî ïðàêòèêóåòñÿ, ïðè íåáîëüøîì ÷èñëå ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèè
f å¼ ïåðâûå äâå-÷åòûðå ïåðåìåííûå ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü x, y, z, w. Ìû
ýòèì ñîãëàøåíèåì òàêæå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ.

Ñóùåñòâåííûå è ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå. Â îòëè÷èå îò ôóíêöèé áî-
ëåå ñëîæíîé ïðèðîäû äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿ-
òèé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè îò ïåðåìåííîé. Ïåðå-
ìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . ,
xi, . . . , xn), åñëè íàéäóòñÿ òàêèå çíà÷åíèÿ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ïåðå-
ìåííûõ x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, ÷òî

f(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) 6= f(a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an).

Èíûìè ñëîâàìè, ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé äëÿ ôóíêöèè f ,
åñëè ïðè íåêîòîðûõ a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an èç E2 îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ
f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an) îòëè÷íà îò êîíñòàíòû. Ïåðåìåííàÿ, êîòî-
ðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé äëÿ ôóíêöèè f , íàçûâàåòñÿ íåñóùåñòâåí-
íîé èëè ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé äëÿ f .

Ôîðìóëû è ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèé ôîðìóëàìè. Ïóñòü Q � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ïîíÿòèå ôîðìóëû
íàä Q. Îäíîâðåìåííî âñÿêîé ôîðìóëå íàä Q áóäåò ñîïîñòàâëåíà áóëåâà
ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ýòîé ôîðìóëîé.

Ïóñòü ñèìâîëîì f îáîçíà÷åíà n-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç Q, à x1, . . . , xn �
ñèìâîëû ïåðåìåííûõ. Òîãäà âûðàæåíèå f(x1, . . . , xn) åñòü ôîðìóëà íàä
Q. Ôîðìóëå f(x1, . . . , xn) ñîïîñòàâèì òó ôóíêöèþ èç Q îò n ïåðåìåííûõ,
êîòîðàÿ îáîçíà÷åíà ñèìâîëîì f .

Ïóñòü ñèìâîëîì g îáîçíà÷åíà m-ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ èç Q, à Φ1, . . . ,Φm

� ëèáî ôîðìóëû íàä Q, ëèáî ñèìâîëû ïåðåìåííûõ (íå îáÿçàòåëüíî ðàç-
ëè÷íûå). Òîãäà âûðàæåíèå g(Φ1, . . . ,Φm) åñòü ôîðìóëà íàä Q. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âûðàæåíèÿì Φi, îòëè÷íûì îò ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ (ò.å. ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ôîðìóëû íàä Q) óæå ñîïîñòàâëåíû ðåàëèçóåìûå èìè ôóíê-
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öèè fi. Âûðàæåíèÿì Φj, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèìâîëû ïåðåìåí-
íûõ xp(j), ñîïîñòàâèì ôóíêöèè fj(xp(j)), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñî
çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ xp(j). Òîãäà ôîðìóëå g(Φ1, . . . ,Φm) ñîïîñòàâëÿ-
åì ôóíêöèþ g(f1, . . . . . . , fm), ðåàëèçóåìóþ ýòîé ôîðìóëîé.

Åñëè ôóíêöèÿ f ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé, êîòîðàÿ ñîñòàâëåíà òîëüêî èç
ñèìâîëîâ ôóíêöèé f1, . . . , fs (à òàêæå ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ), òî ãîâîðèì,
÷òî ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f1, . . . , fs èëè ÷òî f
ïîëó÷åíà ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f1, . . . , fs.

Îòìåòèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóïåðïîçèöèè. Ïóñòü f � n-ìåñòíàÿ
ôóíêöèÿ è 1 ≤ i < j ≤ n. Î ôóíêöèè f(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn)
ãîâîðèì, ÷òî îíà ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) îòîæäåñòâëåíèåì

(èëè â ðåçóëüòàòå îòîæäåñòâëåíèÿ) ïåðåìåííûõ xi, xj. Òåðìèí ”
îòîæ-

äåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ“ èñïîëüçóåì è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
îïåðàöèÿ îòîæäåñòâëåíèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìíîãîêðàòíî.

Çàìûêàíèå è çàìêíóòûå êëàññû.ÏóñòüQ� ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíê-
öèé. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Q (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè)
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ôîð-
ìóëàìè íàä Q. Èíûìè ñëîâàìè, çàìûêàíèå Q ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé èç Q. Çàìûêàíèå ìíîæå-
ñòâà Q áóäåì îáîçíà÷àòü [Q]. Ìíîæåñòâî Q áóëåâûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ
(ôóíêöèîíàëüíî) çàìêíóòûì, åñëèQ = [Q]. Çàìêíóòûå ìíîæåñòâà áóëå-
âûõ ôóíêöèé ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêæå çàìêíóòûìè êëàññàìè èëè êëàñ-
ñàìè Ïîñòà. Èç îïðåäåëåíèÿ íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ
çàìêíóòûõ êëàññîâ åñòü çàìêíóòûé êëàññ.

Îïåðàòîð çàìûêàíèÿ [ ] îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè
ñâîéñòâàìè (Q1, Q2 � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé).

1. Q1 ⊆ [Q1].
2. Åñëè Q1 ⊆ Q2, òî [Q1] ⊆ [Q2].
3. [[Q1]] = [Q1].
Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà (àêñèîìû) 1�3 ÷àñòî êëàäóò â îñíîâó àêñèîìà-

òè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ.
Ïîðîæäàþùèå ìíîæåñòâà è áàçèñû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî

ôóíêöèé Q ïîðîæäàåò çàìêíóòûé êëàññ R (èëè êëàññ R ïîðîæäàåòñÿ

ìíîæåñòâîì ôóíêöèé Q), åñëè [Q] = R. Åñëè ìíîæåñòâî Q ïîðîæäàåò
çàìêíóòûé êëàññ R, òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî Q ïîëíî â êëàññå
R. Ïðè [Q] = P2 ìíîæåñòâî Q íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ìíîæåñòâîì. Åñëè
çàìêíóòûé êëàññ ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, òî îí íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûì. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Q íàçûâàåòñÿ áàçèñîì çà-
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ìêíóòîãî êëàññà R, åñëè [Q] = R è [Q1] 6= R äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
Q1 ìíîæåñòâà Q, îòëè÷íîãî îò Q.

Ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå íåîäíîêðàòíî èñïîëüçóåòñÿ â
äàëüíåéøåì.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ìíîæåñòâî Q1 ïîëíî â çàìêíóòîì êëàññå

R, Q2 ⊆ R è ôóíêöèè ìíîæåñòâà Q1 ðåàëèçóþòñÿ ôîðìóëàìè íàä Q2.

Òîãäà ìíîæåñòâî Q2 òàêæå ïîëíî â R.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Òåîðåìà Ï1 (î ðàçëîæåíèè áóëåâîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé). Äëÿ
ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n, èìå-
åò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xi, . . . , xn) = xif(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn)∨

∨x̄if(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn) íîñèò íàçâàíèå
xi-êîìïîíåíòû ôóíêöèè f , à ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) �
x̄i-êîìïîíåíòû ôóíêöèè f .

Ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: åñëè σ ∈ E2, òî ïóñòü xσ = x ïðè
σ = 1 è xσ = x̄ ïðè σ = 0.

Ñëåäñòâèå 1 (î ðàçëîæåíèè áóëåâîé ôóíêöèè ïî k ïåðåìåííûì).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ëþáîãî k, 1 ≤ k ≤ n,

èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σk)∈Ek
2

xσ11 . . . xσkk f(σ1, . . . , σk, xk+1, . . . , xn).

Ñëåäñòâèå 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄, x ∨ y, xy} ïîëíà â êëàññå P2.

Îïèðàÿñü íà ïîëíîòó ñèñòåìû {x̄, x∨y, xy}, íåòðóäíî òàêæå ïîêàçàòü
ïîëíîòó êàæäîé èç ñèñòåì

{x̄, x ∨ y}, {x̄, xy}, {1, x+ y, xy}, {x̄, x→ y}.

Îòìåòèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ñëåäñòâèÿ 1. Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) îòëè÷íà îò êîíñòàíòû 0 è k = n. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåä-
ñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xn) =
∨

f(σ1,...,σn)=1

xσ11 . . . xσnn ,
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ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íîñèò íàçâàíèå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû (êîðîòêî: ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ èëè ÑÄÍÔ) ôóíêöèè f .

Ôóíêöèÿ f̄(x̄1, . . . , x̄n) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè f(x1, . . .
. . . , xn) è îáîçíà÷àåòñÿ f ∗(x1, . . . , xn). Åñëè f ∗ = f , òî ôóíêöèÿ f íàçû-
âàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé. Ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç S.

Ïîñêîëüêó ¯̄x = x, äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî f ∗∗ = f . Äâîéñòâåííûìè äðóã äðóãó ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû 0 è
1, ôóíêöèè x ∨ y è xy. Äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè x + y áóäåò ôóíêöèÿ
x+ y + 1, à ê ôóíêöèè x→ y � ôóíêöèÿ x̄y. Ôóíêöèè eni (x1, . . . , xn), x̄,
x+ y + z è xy ∨ xz ∨ yz ñàìîäâîéñòâåííû.

Åñëè Q ⊆ P2, òî òî ÷åðåç Q∗ îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,
äâîéñòâåííûõ ê ôóíêöèÿì èç Q. Îòìåòèì ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò:
åñëè Q1 ⊆ Q2, òî Q∗1 ⊆ Q∗2.

Òåîðåìà Ï2. Åñëè

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),

òî

f ∗(x1, . . . , xn) = f ∗0 (f ∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f
∗
m(x1, . . . , xn)).

Ñëåäñòâèå 1 (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðåàëè-

çóåòñÿ ôîðìóëîé Φ, ñîñòàâëåííîé èç ôóíêöèé g1, . . . , gr. Òîãäà äâîé-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f ∗ ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé Φ∗, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ

èç ôîðìóëû Φ çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ ôóíêöèè gi (1 ≤ i ≤ r)
ñîîòâåòñòâóþùåé äâîéñòâåííîé ôóíêöèåé g∗i .

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè Q � çàìêíóòûé êëàññ, òî Q∗ � òàêæå çàìêíó-

òûé êëàññ.

Ñëåäñòâèå 3. Ìíîæåñòâî S îáðàçóåò çàìêíóòûé êëàññ.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè ìíîæåñòâî Q ïîðîæäàåò çàìêíóòûé êëàññ R,

òî ìíîæåñòâî Q∗ ïîðîæäàåò çàìêíóòûé êëàññ R∗. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

Q � áàçèñ êëàññà R, òî Q∗ � áàçèñ êëàññà R∗.

Ëåììà Ï1 (î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè). Èç íåñàìîäâîéñòâåí-
íîé ôóíêöèè ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèé x,

x̄ ìîæíî ïîëó÷èòü êîíñòàíòó.

Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå En
2 ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ≤. Ïóñòü ã = (a1, . . . , an), b̃ =
(b1, . . . , bn) � íàáîðû èç En

2 . Ãîâîðèì, ÷òî íàáîð ã íå ïðåâîñõîäèò íàáîðà
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b̃ (ïèøåì ã ≤ b̃), åñëè äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ai ≤ bi. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè îíà ìîíî-
òîííà îòíîñèòåëüíî ýòîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ò.å. åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ
íàáîðîâ ã, b̃ ∈ En

2 èç íåðàâåíñòâà ã ≤ b̃ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(ã) ≤ f(b̃).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ìíîæå-

ñòâó M ïðèíàäëåæàò, íàïðèìåð, ôóíêöèè 0, 1, x ∨ y, xy, eni è íå ïðèíàä-
ëåæàò ôóíêöèè x̄, x+ y, x→ y. Îòìåòèì, ÷òî M � çàìêíóòûé êëàññ.

Òåîðåìà Ï1 äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè äîïóñêàåò ñëåäóþùåå óñèëåíèå.

Òåîðåìà Ï3. Äëÿ ëþáîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ëþáî-
ãî i, 1 ≤ i ≤ n, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

f(x1, . . . , xi, . . . , xn) = xif(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn)∨

∨f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn).

Â ñàìîì äåëå, äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè f è ëþáûõ çíà÷åíèé a1, . . . ,
ai−1, ai+1, . . . , an âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) ≤ f(a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an).

Ïîýòîìó êîíúþíêòèâíûé ñîìíîæèòåëü x̄i èç ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðåìû Ï1
ìîæíî îïóñòèòü.

Ñëåäñòâèå. Èìååì M = [0, 1, x∨ y, xy]. Åñëè f � ìîíîòîííàÿ ôóíê-

öèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû, òî f ∈ [x ∨ y, xy].

Â ñëåäñòâèè 2 èç òåîðåìû Ï1, îòìå÷åíî, ÷òî ñèñòåìà {1, x + y, xy}
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ôóíêöèè x + y è xy ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå â ïîëå Ãàëóà GF (2). Ïîýòîìó âñÿêóþ ôîðìóëó íàä ìíîæå-
ñòâîì {1, x + y, xy} ìîæíî ïðèâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîé ïîëèíîìèàëüíîé
ôîðìå

a+
∑

i1,...,is

ai1...isxi1 . . . xis

(ãäå a, ai1, . . . , ais ∈ E2), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì íàä ïîëåì Ãàëóà

GF (2) èëè ïîëèíîìîìÆåãàëêèíà. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè ïîëèíîì
Æåãàëêèíà åäèíñòâåíåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ â ñóììå
è ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâåäåíèÿõ.

Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè å¼ ïîëèíîì Æåãàëêè-
íà ëèíååí (ò.å. èìååò ñòåïåíü íå âûøå 1). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå

a0 + a1x1 + . . .+ anxn,
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ãäå a0, a1, . . . , an ∈ E2. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðåäñòàâëåíèè âûïèñàíû
âñå ïåðåìåííûå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Îäíàêî, åñëè, íàïðèìåð, ai =
0, òî ïåðåìåííàÿ xi äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé è
ñëàãàåìîå aixi â å¼ ïðåäñòàâëåíèè ìîæíî îïóñòèèòü.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Íåïîñðåä-
ñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî L îáðàçóåò çàìêíóòûé
êëàññ. Êëàññó L ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè 0, 1, x, x̄ = x+ 1, x+ y è íå ïðè-
íàäëåæàò, íàïðèìåð, ôóíêöèè xy è x ∨ y = xy + x+ y. Ëåãêî óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî êëàññ L ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèÿìè 1, x+ y.

Ëåììà Ï3 (î íåëèíåéíîé ôóíêöèè). Èç íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïóò¼ì
ïîäñòàíîâêè âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèé 0,x,y ìîæíî ïîëó÷èòü

íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííûõ x,y.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) /∈ L. Òîãäà â ïîëèíîìå
Æåãàëêèíà ôóíêöèè f åñòü íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå. Âûáåðåì íåëèíåéíîå
ñëàãàåìîå íàèìåíüøåé ñòåïåíè. Ïóñòü, íàïðèìåð, îíî èìååò âèä x1 . . . xk,
ãäå k ≥ 2. Çàìåíèì â ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïåðåìåííóþ x1 ïåðåìåííîé
x, ïåðåìåííûå x2, . . . , xk � ïåðåìåííîé y, à âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå
� êîíñòàíòîé 0. Ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ îáîçíà÷èì g(x, y). Â ñèëó ìè-
íèìàëüíîñòè ñòåïåíè ñëàãàåìîãî x1 . . . xk ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè
g(x, y) ïðèìåò âèä xy+ax+by+c, ãäå a, b, c ∈ E2. Òàêèì îáðàçîì, g /∈ L,
è ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f , ñîõðàíÿþùèõ êîí-

ñòàíòó 0, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó f(0, . . . , 0) = 0. Ìíîæåñòâî
T0 îáðàçóåò çàìêíóòûé êëàññ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ T1. Êëàññó
T0 ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè 0, x, x ∨ y, xy, x + y è íå ïðèíàäëåæàò ôóíê-
öèè 1, x̄, x→ y. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êëàññû T0, T1 äâîéñòâåííû äðóã
äðóãó: T0 = T ∗1 , T1 = T ∗0 .

Ðàññìîòðèì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êëàññà T0.
Òîãäà ñëàãàåìîå a â í¼ì íåîáõîäèìî ðàâíî íóëþ. Âìåñòå ñ òåì ñóïåðïîçè-
öèÿìè ôóíêöèè xy ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëþáóþ ôóíêöèþ âèäà xi1 . . . xis, à
ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïîëíòåëüíî ôóíêöèè (x+y) � è ñóììó òàêèõ ôóíê-
öèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëàìè íàä ìíîæåñòâîì {x+y, xy} ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü ëþáîé ïîëèíîì Æåãàëêèíà, åñëè òîëüêî a = 0 (íàïîìíèì, ÷òî
0 = x+ x). Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

T0 = [x+ y, xy].
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Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñîîòíîøåíèå

T0 = [x ∨ y, xȳ].

Îíî âûòåêàåò èç ñôîðìóëèðîâàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ è òîæäåñòâ

x+ y = xȳ ∨ x̄y, xy = x̄yy.

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè áóäåì èìåòü

T1 = [x ∨ y, x+ y + 1] = [x ∨ ȳ, xy].

Îòìåòèì, ÷òî íè îäèí èç çàìêíóòûõ êëàññîâ

S, M, L, T0, T1

öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì.

Òåîðåìà Ï4 (êðèòåðèé ïîëíîòû â êëàññå P2). Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíê-
öèé ïîëíà â êëàññå P2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà öåëèêîì íå ñî-

äåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ S,M,L, T0, T1.

Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêèé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, îòëè÷-

íûé îò êëàññà P2, öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç çàìêíóòûõ

êëàññîâ S,M,L, T0, T1.

Çàìêíóòûé êëàññQ íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì, åñëèQ 6= P2 è äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f /∈ Q ñèñòåìà Q ∪ {f} ïîëíà â P2.

Ñëåäñòâèå 2. Â êëàññå P2 ñóùåñòâóåò òîëüêî ïÿòü ïðåäïîëíûõ

êëàññîâ: S,M,L, T0, T1.

� 3. Çàìêíóòûå êëàññû, ëåæàùèå â êëàññàõ U,D,K,L

Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ñóùåñòâåííî
çàâèñÿò íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé, C � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé,
êîòîðûå íå èìåþò ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (êîíñòàíòû). Ëåãêî âèäåòü,
÷òî U è C ñóòü çàìêíóòûå êëàññû. Ïîëîæèì

U0 = U ∩ T0, U1 = U ∩ T1, MU = M ∩ U, SU = S ∩ U,

U01 = U ∩ T0 ∩ T1, C0 = C ∩ T0, C1 = C ∩ T1.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèåì âñåõ ôóíêöèé

îò îäíîé ïåðåìåííîé (íàïîìíèì, ÷òî âñå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ).
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Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

êëàññå U, ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ (â êâàäðàòíûõ ñêîá-
êàõ óêàçàíû áàçèñû êëàññîâ):

U = [0, x̄], U0 = [0, x], U1 = [1, x], MU = [0, 1, x], SU = [x̄],

U01 = [x], C = [0, 1], C0 = [0], C1 = [1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî âñåõ äèçúþíêöèé, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé f , êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå

f(x1, . . . , xn) = a0 ∨ a1x1 ∨ . . . ∨ anxn, (1)

ãäå a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1} è n ≥ 1. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ
ìíîæåñòâî K âñåõ êîíúþíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ D,K
ñîäåðæèò îáå êîíñòàíòû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâà D,K ÿâëÿþòñÿ
çàìêíóòûìè êëàññàìè.

Ïîëîæèì

D0 = D ∩ T0, D1 = D ∩ T1, D01 = D ∩ T0 ∩ T1,

K0 = K ∩ T0, K1 = K ∩ T1, K01 = K ∩ T0 ∩ T1.
Òåîðåìà 2. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

îäíîì èç êëàññîâ D,K è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå U, ñîâïàäàåò ñ îäíèì

èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

D = [0, 1, x ∨ y], D0 = [0, x ∨ y], D1 = [1, x ∨ y], D01 = [x ∨ y],

K = [0, 1, xy], K0 = [0, xy], K1 = [1, xy], K01 = [xy].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ, F ⊆ D è
F 6⊆ U . Òîãäà â êëàññ F âõîäèò òàêàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), â ïðåä-
ñòàâëåíèè (1) êîòîðîé a0 = 0 è õîòÿ áû äâà èç êîýôôèöèåíòîâ a1, . . . , an
îòëè÷íû îò 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî áóäóò êîýôôèöèåíòû a1, a2. Â ýòîì
ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , x2) ðàâíà ôóíêöèè x1 ∨ x2. Äà-
ëåå ðàññìàòðèâàåì ÷åòûðå âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ âõîæäåíèÿ êîíñòàíò 0,1 â
êëàññ F è ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 0∨x = x, 1∨x = 1. Àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäèì äëÿ êëàññà K. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

L0 = L ∩ T0, L1 = L ∩ T1, SL = S ∩ L, L01 = L ∩ T0 ∩ T1.
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Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

êëàññå L è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå U , ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñëåäóþ-

ùèõ êëàññîâ:

L = [1, x+ y], L0 = [x+ y], L1 = [x+ y + 1],

SL = [x+ y + z + 1], L01 = [x+ y + z].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ, F ⊆ L è
F 6⊆ U . Òîãäà êëàññó F ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ
íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå x + x = 0,
îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì èç ýòîé ôóíêöèè îäíó èç ôóíê-
öèé

a+ x+ y, a+ x+ y + z,

ãäå a ∈ {0, 1}.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ F ñîäåðæèò îáå ôóíêöèè âèäà a+x+y. Òîãäà

F = L, ïîñêîëüêó êëàññ L ïîðîæäàåòñÿ ñèñòåìîé ôóíêöèé {1, x + y} è
1 = 1 + x+ x.

Ïóñòü â êëàññ F âõîäèò òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ âèäà a+x+y, íàïðèìåð
x+y. Òîãäà êëàññ F , î÷åâèäíî, ñîäåðæèò êîíñòàíòó 0, à ôóíêöèè 0, x+y
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü â êëàññå F âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå
0. Âìåñòå ñ òåì êëàññ F íå ñîäåðæèò ôóíêöèé, íå ñîõðàíÿþùèõ 0: èíà÷å
ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû 0 â òàêóþ ôóíêöèþ ìû ïîëó÷èëè áû êîíñòàíòó
1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèøëè ê ôóíêöèè 1 + x+ y. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ñëó÷àå êëàññ F ñîâïàäàåò ñ êëàññîì L0.

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ôóíêöèè 1 + x + y,
êîòîðûé ïðèâîäèò ê êëàññó L1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ F íå ñîäåðæèò ôóíêöèé âèäà a+x+y. Òîãäà
êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç F ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íå÷¼òíîãî ÷èñëà ïåðåìåí-
íûõ. Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè, íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå ôóíêöèè êëàññà F ñàìîäâîéñòâåííû.

Åñëè â êëàññ F âõîäèò ôóíêöèÿ 1 + x+ y+ z, òî â íåãî âõîäÿò òàêæå
ôóíêöèè 1 + x è x+ y + z:

1 + x = 1 + x+ x+ x, x+ y + z = 1 + (1 + x+ y + z).

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè x + y + z ê ïðîèçâîëüíîé ëè-
íåéíîé ôóíêöèè ìîæíî

”
äîáàâèòü“ äâå íîâûå ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ 1 +x+ y+ z ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. êëàññ
SL ñàìîäâîéñòâåííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé.
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Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî â êëàññ F âõîäèò ôóíêöèÿ x + y + z, íî
íå âõîäèò ôóíêöèÿ 1 + x+ y + z. Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå ôóíê-
öèè êëàññà F ñîõðàíÿþò êîíñòàíòó 0. Òàê æå, êàê è âûøå, óáåæäàåìñÿ,
÷òî ôóíêöèÿ x + y + z ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé,
êîòîðûå ñîõðàíÿþò 0 è èìåþò íå÷¼òíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî êëàññ L01 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ òàêèõ
ôóíêöèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 4. Çàìêíóòûå êëàññû, ëåæàùèå â êëàññàõ S, O∞, I∞

Ïîëîæèì
m(x, y, z) = xy ∨ xz ∨ yz.

Ôóíêöèÿ m(x, y, z) íàçûâàåòñÿ ìåäèàíîé. Îíà ñàìîäâîéñòâåííà, ìîíî-
òîííà è íåëèíåéíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü f ∈ S \L. Òîãäà îòîæäåñòâëåíèåì è ïåðåñòàíîâ-

êîé ïåðåìåííûõ èç ôóíêöèè f ìîæíî ïîëó÷èòü îäíó èç ôóíêöèé

m(x, y, z), m(x, y, z̄), m(x, ȳ, z̄), m(x̄, ȳ, z̄).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå î íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïîä-
ñòàíîâêîé êîíñòàíòû 0 è ïåðåìåííûõ y, z èç ôóíêöèè f ìîæíî ïîëó÷èòü
íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííûõ y, z. Åñëè âìåñòî êîíñòàíòû 0 â
ôóíêöèþ f âñþäó ïîäñòàâèòü ïåðåìåííóþ x, òî ïîëó÷èì ñàìîäâîéñòâåí-
íóþ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ g(x, y, z). Âñå íåëèíåéíûå ôóíêöèè g(0, y, z)
ñóòü

yz, yz+1, yz+y, yz+y+1, yz+z, yz+z+1, yz+y+z, yz+y+z+1.

Âîññòàíàâëèâàÿ ïî ôóíêöèè g(0, y, z) ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ
g(x, y, z), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ôóíêöèÿì g(x, y, z):

m(x, y, z), m(x̄, ȳ, z̄), m(x, y, z̄), m(x̄, ȳ, z), m(x, ȳ, z),

m(x̄, y, z̄), m(x̄, y, z), m(x, ȳ, z̄).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì
T01 = T0 ∩ T1.

Ïîêàæåì, ÷òî
T01 = [x+ y + z, xy] = [x ∨ yz̄, xy].
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Ðàññìîòðèì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)
èç êëàññà T01. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ñîõðàíÿåò 0, ñâîáîäíûé ÷ëåí å¼
ïîëèíîìà ðàâåí íóëþ. Âìåñòå ñ òåì èç ñîîòíîøåíèÿ f ∈ T1 ñëåäóåò, ÷òî
÷èñëî ñëàãàåìûõ ïîëèíîìà íå÷¼òíî. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè âèäà y1 + . . . + y2k+1 ïîäñòàíîâêîé âìåñòî
êàæäîé ïåðåìåííîé yj íåêîòîðîé êîíúþíêöèè xi1 . . . xis, ãäå i1, . . . , is ∈
{1, . . . , n}. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà T01 = [x + y + z, xy] îñòà¼òñÿ
çàìåòèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y1 + . . .+ y2k+1 ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé
x+ y + z, à êîíúþíêöèÿ xi1 . . . xis � ôóíêöèåé xy.

Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî èç äîêàçûâàåìûõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò èç ñëå-
äóþùèõ ïîñòðîåíèé. Èç ôóíêöèè x ∨ yz̄ ïîëó÷àåì ôóíêöèþ w ∨ xȳz̄:

w ∨ xȳz̄ = w ∨ (w ∨ xȳ)z̄.

Èç ïîñëåäíåé ôóíêöèè ïîäñòàíîâêàìè îáðàçóåì ôóíêöèþ

w ∨ xȳz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè xy ïîëó÷àåì ôóíêöèþ xyz è, ïîäñòàâèâ å¼
âìåñòî ïåðåìåííîé w â ïðåäûäóùóþ ôóíêöèþ, ïðèõîäèì ê ñîâåðøåííîé
ÄÍÔ

xyz ∨ xȳz̄ ∨ x̄yz̄ ∨ x̄ȳz
ôóíêöèè x+ y + z.

Ïîëîæèì
S01 = S ∩ T01, SM = S ∩M.

Íàïîìíèì, ÷òî xi-êîìïîíåíòîé ôóíêöèè f ìû íàçâàëè ôóíêöèþ, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè f ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû 1 âìåñòî ïåðå-
ìåííîé xi, à x̄i-êîìïîíåíòîé � àíàëîãè÷íîé ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû 0.

Ëåììà 2. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

S = [m(x, ȳ, z̄)] = [m(x̄, ȳ, z̄)], S01 = [m(x, y, z̄)], SM = [m(x, y, z)].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê m(x̄, x̄, x̄) = m(x, x̄, x̄) = x̄,
òî îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ðàâåíñòâà S = [m(x, ȳ, z̄)]. Çàìåòèì,
÷òî x̄-êîìïîíåíòà ôóíêöèè m(x, ȳ, z̄) åñòü ȳz̄ (ñòðåëêà Ïèðñà), êîòîðàÿ
îáðàçóåò ïîëíóþ â P2 ñèñòåìó. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè f(x1, . . . , xn) � ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç S, òî ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèè m(0, ȳ, z̄) ìîæíî
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ïîëó÷èòü x̄1-êîìïîíåíòó ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Çàìåíÿÿ â ýòèõ ñóïåð-
ïîçèöèÿõ êîíñòàíòó 0 âñþäó ïåðåìåííîé x1, ìû â ñèëó âêëþ÷åíèÿ f ∈ S
ïîëó÷èì ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà S01 = [m(x, y, z̄)] çàìåòèì, ÷òî x̄- è
z̄-êîìïîíåíòû ôóíêöèè m(x, y, z̄) ñóòü ñîîòâåòñòâåííî yz̄ è x ∨ y. Êàê
ïîêàçàíî â � 2, ñèñòåìà {yz̄, x ∨ y} ïîðîæäàåò êëàññ T0. Ñëåäîâàòåëüíî,
x̄1-êîìïîíåíòó ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èç êëàññà S01 ìîæíî
ïîëó÷èòü ñóïåðïîçèöèÿìè x̄- è z̄-êîìïîíåíò ôóíêöèè m(x, y, z̄). Äàëåå
çàìåíÿåì â ýòèõ ñóïåðïîçèöèÿõ êîíñòàíòó 0 âñþäó ïåðåìåííîé x1 è ïðè-
õîäèì ê ôóíêöèè f .

Ïîêàæåì, ÷òî SM = [m(x, y, z)]. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ SM è n ≥ 3.
Îáîçíà÷èì íàáîð ïåðåìåííûõ x4, . . . , xn ÷åðåç x̃. Äîêàæåì, ÷òî èìååò
ìåñòî òîæäåñòâî

f(x1, x2, x3, x̃) = m(f(x1, x1, x3, x̃), f(x1, x2, x2, x̃), f(x3, x2, x3, x̃)).

Ââèäó ñàìîäâîéñòâåííîñòè ôóíêöèè f åãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ëèøü
äëÿ íàáîðîâ (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0). Äëÿ ïåðâîãî íàáîðà ðàâåíñòâî
î÷åâèäíî. Âçÿâ âòîðîé íàáîð, äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè f â ïðàâîé ÷àñòè
ðàâåíñòâà â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f ïîëó÷èì

f(0, 0, 0, x̃) ≤ f(0, 0, 1, x̃) ≤ f(1, 0, 1, x̃).

Ïîýòîìó ìåäèàíîé áóäåò
”
âûáðàíî“ çíà÷åíèå f(0, 0, 1, x̃). Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì, â ñëó÷àå òðåòüåãî íàáîðà ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì

f(0, 0, 0, x̃) ≤ f(0, 1, 0, x̃) ≤ f(0, 1, 1, x̃)

è âûáîðó çíà÷åíèÿ f(0, 1, 0, x̃). Íàêîíåö, äëÿ ÷åòâ¼ðòîãî íàáîðà ïîëó÷àåì
íåðàâåíñòâà

f(0, 0, 0, x̃) ≤ f(1, 0, 0, x̃) ≤ f(1, 1, 0, x̃).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî â êëàññå
SM íåò ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ ðîâíî îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 4. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

êëàññå S è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå L, ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êëàññîâ

S, S01, SM .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ, F ⊆ S
è F 6⊆ L. Âêëþ÷åíèÿ SM ⊂ S01 ⊂ S è ëåììû 1,2 ïîêàçûâàþò, ÷òî
SM ⊆ F . Ïîýòîìó åñëè F ⊆M , òî F = SM .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ñîäåðæèò íåìîíîòîííóþ ôóíêöèþ. Ñîãëàñíî
ëåììå î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè, ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíò 0,1 è ïåðåìåí-
íîé z èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü íåìîíîòîííóþ ôóíêöèþ z̄. Åñëè âìåñòî
êîíñòàíò 0,1 âñþäó ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâåííî ïåðåìåííûå x, y, òî ïî-
ëó÷èì íåìîíîòîííóþ (ïî ïåðåìåííîé z) ôóíêöèþ g(x, y, z) èç êëàññà S.
Âñå òàêèå ôóíêöèè g(x, y, z) ñóòü

m(x, y, z̄), m(x, ȳ, z̄), m(x̄, y, z̄), m(x̄, ȳ, z̄), z̄, x+ y + z + 1, x+ y + z.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ â êëàññå F ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ m(x, y, z̄)
(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èìååì

m(x, y, z̄) = m(x, y, z) + x+ y).

Çíà÷èò, â ñèëó ëåììû 2 ïîëó÷àåì S01 ⊆ F . Åñëè ïðè ýòîì F ⊆ T01, òî
F = S01. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â êëàññ F âõîäèò ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ
0. Îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ x̄.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî ëåììå 2, [x̄,m(x, y, z)] = S. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçO∞ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå îáëà-
äàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: âñå íàáîðû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 0, èìåþò îáùóþ íóëåâóþ êîìïîíåíòó. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì
(ñ çàìåíîé 0 íà 1) îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî I∞. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
O∞, I∞ � çàìêíóòûå êëàññû.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà O∞ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn)
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó O∞ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêî-
òîðîãî i, 1 ≤ i ≤ n, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f(x1, . . . , xi, . . . , xn) = xi ∨ f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn). (2)

Äâîéñòâåííîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ôóíêöèé èç êëàññà I∞.

Ëåììà 3. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ O∞ \ D. Òîãäà â çàâèñèìîñòè îò

ñîîòíîøåíèÿ

f /∈ T0, f ∈ T0 \M èëè f ∈M (3)

ìíîæåñòâî [f ] ñîäåðæèò ôóíêöèþ x ∨ ȳ, x ∨ yz̄ èëè x ∨ yz.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî

ïðåäñòàâëåíèå (2), ãäå i = 1. Ïîëîæèì

g(x2, . . . , xn) = f(0, x2, . . . , xn).
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Èç f /∈ D ñëåäóåò, ÷òî g /∈ D.
Ïóñòü g /∈ M . Ñîãëàñíî ëåììå î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè èç ôóíêöèè

g(x2, . . . , xn) ïîäñòàíîâêîé âìåñòî âñåõ ïåðåìåííûõ êîíñòàíò 0,1 è ïåðå-
ìåííîé z ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ z̄. Çàìåíèì â ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)
ïåðåìåííîé x ïåðåìåííóþ x1 è âñå ïåðåìåííûå xi, âìåñòî êîòîðûõ â
ôóíêöèþ g ïîäñòàâëÿëàñü êîíñòàíòà 0, ïåðåìåííîé y � âñå ïåðåìåííûå
xj, âìåñòî êîòîðûõ â ôóíêöèþ g ïîäñòàâëÿëàñü êîíòàíòà 1, è ïåðåìåííîé
z � âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì ôóíêöèþ h(x, y, z) èç êëàññà
O∞ òàêóþ, ÷òî

h(x, y, z) = x ∨ h(0, y, z), h(0, 1, z) = z̄.

Ôóíêöèÿ h(0, y, z) ìîæåò ñîâïàäàòü ëèøü ñ îäíîé èç ôóíêöèé

z̄, ȳ ∨ z̄, yz̄, yz̄ ∨ ȳz.

Åñëè f /∈ T0, òî, î÷åâèäíî, h(0, y, z) /∈ T0. Ïîýòîìó h(0, y, z) ∈ {z̄, ȳ ∨ z̄}.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì h(x, y, y) = x ∨ ȳ. Åñëè f ∈ T0, òî òàêæå
h(0, y, z) ∈ T0. Çíà÷èò,

h(0, y, z) ∈ {yz̄, yz̄ ∨ ȳz}.

Ïðè h(0, y, z) = yz̄ èìååì h(x, y, z) = x ∨ yz̄, à ïðè h(0, y, z) = yz̄ ∨ ȳz �

h(x, y, x) = x ∨ y, h(x, y ∨ z, z) = x ∨ yz̄.

Ïóñòü òåïåðü g ∈ M . Òàê êàê g /∈ D, òî ôóíêöèÿ g, â ÷àñòíîñòè,
îòëè÷íà îò êîíñòàíòû, ò.å. g ∈ M01. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ï3
ôóíêöèþ g ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå K1 ∨ . . . ∨ Kt, ãäå K1, . . . , Kt �
(ðàçëè÷íûå) ìîíîòîííûå êîíúþíêöèè, õîòÿ áû îäíà èç êîòîðûõ îòëè÷íà
îò ïåðåìåííîé (ïîñêîëüêó g /∈ D). Âûáåðåì èç íåîäíî÷ëåííûõ êîíúþíê-
öèé êîíúþíêöèþ íàèìåíüøåé äëèíû. Ïóñòü, íàïðèìåð, îíà èìååò âèä
xi1 . . . xis, ãäå s ≥ 2. Åñëè çàìåíèòü â ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïåðåìåííîé
x1 âñå ïåðåìåííûå xj, îòëè÷íûå îò ïåðåìåííûõ xi1, . . . , xis, òî, î÷åâèäíî,
ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ x1 ∨ xi1 . . . xis. Èç íå¼ äàëüíåéøèì îòîæäåñòâëåíèåì
ïåðåìåííûõ ïîîëó÷àåì ôóíêöèþ x1 ∨ xi1xi2. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) /∈ O∞ è f 6= 0. Òîãäà â çàâèñèìîñòè

îò ñîîòíîøåíèÿ (3) ìíîæåñòâî [x ∨ y, f ] ñîäåðæèò ôóíêöèþ x ∨ ȳ,
x ∨ yz̄ èëè x ∨ yz.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

g(x1, . . . , xn, y) = f(x1, . . . , xn) ∨ y.
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Î÷åâèäíî, ÷òî g ∈ [x ∨ y, f ] è g ∈ O∞ \D. Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî ñîîòíî-
îøåíèÿ (3) âëåêóò ñîîòâåòñòâåííî ñîîòíîøåíèÿ

g /∈ T0, g ∈ T0 \M, g ∈M.

Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 3.

Ïîëîæèì

O∞0 = O∞ ∩ T0, MO∞ = M ∩O∞, MO∞0 = M ∩O∞0 ,

I∞1 = I∞ ∩ T1, MI∞ = M ∩ I∞, MI∞1 = M ∩ I∞1 .

Ëåììà 4. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

O∞ = [x ∨ ȳ], O∞0 = [x ∨ yz̄], MO∞ = [1, x ∨ yz], MO∞0 = [x ∨ yz],

I∞ = [xȳ], I∞1 = [x(y ∨ z̄)], MI∞ = [0, x(y ∨ z)], MI∞1 = [x(y ∨ z)].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì êëàññû òèïà O∞. Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) ∈ O∞ è äëÿ ôóíêöèè f èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (2) ïðè
i = 1. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f â âèäå

f(x1, . . . , xn) = x1 ∨K1 ∨ . . . ∨Kt, (4)

ãäå K1, . . . , Kt � êîíúþíêöèè îò ïåðåìåííûõ x2, . . . , xn (íå îáÿçàòåëüíî
ìîíîòîííûå). Åñëè f ∈MO∞0 , òî âñå êîíúþíêöèè K1, . . . , Kt ìîíîòîííû
è îòëè÷íû îò êîíñòàíò. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ f ìîæíî ïîëó÷èòü èç
äèçúþíêöèè x1∨y1∨ . . .∨yt (êîòîðàÿ ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè
ôóíêöèè x ∨ yz) ïîäñòàíîâêîé âìåñòî êàæäîé ïåðåìåííîé yi ôóíêöèè
x1 ∨Ki. Â ñâîþ î÷åðåäü ôóíêöèþ âèäà x1 ∨ xi1 . . . xis, ãäå s ≥ 3, ìîæíî
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè x ∨ yz, èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-
øåíèå

x1 ∨ xi1 . . . xis+1
= x1 ∨ xi1 . . . xis · (x1 ∨ xisxis+1

).

Ïðè ðàññìîòðåíèè êëàññà MO∞ ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàííûé êëàññ
îòëè÷àåòñÿ îò êëàññà MO∞0 òîëüêî íàëè÷èåì êîíñòàíòû 1.

Ïåðåéä¼ì ê êëàññó O∞0 . Çàìå÷àåì, ÷òî ïðè f ∈ O∞0 êàæäàÿ êîíú-
þíêöèÿ Ki èç ïðåäñòàâëåíèÿ (4) ôóíêöèè f îáÿçàíà ñîäåðæàòü õîòÿ áû
îäíó ïåðåìåííóþ áåç îòðèöàíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèþ âèäà x1 ∨
xi1 . . . xir x̄ir+1

. . . x̄is, ãäå r ≥ 1, ïîëó÷àåì èç ôóíêöèè x1∨xi1 . . . xirzr+1 . . .

. . . zs ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ zr+1, . . . , zs ñîîòâåòñòâåííî ôóíê-
öèé x1 ∨ xir x̄ir+1

, . . . , x1 ∨ xir x̄is.
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Íàêîíåö, â ñëó÷àå f ∈ O∞ ñðåäè êîíúþíêöèé K1, . . . , Kt ìîæåò ïî-
ÿâèòüñÿ êîíúþíêöèÿ x̄i1 . . . x̄is. Ïîýòîìó ôóíêöèþ x1 ∨ x̄i1 . . . x̄is ïîëó÷à-
åì èç ôóíêöèè x1 ∨ z1 . . . zs ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ z1, . . . , zs
ôóíêöèé x1 ∨ x̄i1, . . . , x1 ∨ x̄is.

Óòâåðæäåíèÿ äëÿ êëàññîâ I∞, I∞1 ,MI∞,MI∞1 ïîëó÷àåì ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

êëàññå O∞ è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå D, ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êëàñ-

ñîâ O∞, O∞0 , MO∞, MO∞0 . Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì

ëåæàùèé â êëàññå I∞ è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññå K, ñîâïàäàåò ñ îä-

íèì èç êëàññîâ I∞, I∞1 , MI∞, MI∞1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ, F ⊆ O∞ è
F 6⊆ D. Åñëè F ⊆ M , òî â ñèëó ëåììû 3 èìååì (x ∨ yz) ∈ F . Ïîýòîìó
ïðè F ⊆ T0 ïîëó÷àåì F = MO∞0 . Åñëè æå F 6⊆ T0, òî èç ñîîòíîøåíèÿ
F ⊆M ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî 1 ∈ F . Äàëåå ïðèìåíÿåì ëåììó 4 è ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó F = MO∞.

Ïóñòü F 6⊆ M . Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî â êëàññ F âõîäèò îäíà èç
ôóíêöèé x ∨ ȳ, x ∨ yz̄. Ïðè (x ∨ ȳ) ∈ F , ñîãëàñíî ëåììå 4, ïîëó÷àåì
F = O∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x ∨ yz̄) ∈ F . Â ñëó÷àå F ⊆ T0 ëåììà 4
ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó F = O∞0 . Åñëè æå F 6⊆ T0, òî ââèäó ñîîòíîøåíèÿ
F ⊆ O∞ êëàññó F ïðèíàäëåæèò êîíñòàíòà 1. Ïîäñòàíîâêà 1 â ôóíêöèþ
x ∨ yz̄ äàåò ôóíêöèþ x ∨ z̄.

Ñëó÷àé F ⊆ I∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

� 5. Çàìêíóòûå êëàññû, ëåæàùèå â êëàññàõ T1 è T0

Ëåììà 5. Ïóñòü f1 ∈ T1 \ S, f2 ∈ T1 \ L. Òîãäà ìíîæåñòâî [f1, f2]
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ôóíêöèé x ∨ y, xy.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ f1(x1, . . . , xn) /∈ S ñëåäóåò, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà (a1, . . . , an) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f1(a1, . . . , an) = f1(ā1, . . . , ān).

Çàìåíèì â ôóíêöèè f1(x1, . . . , xn) ïåðåìåííîé x âñå ïåðåìåííûå xi, äëÿ
êîòîðûõ ai = 0, è ïåðåìåííîé y âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå. Ïîëó÷èì
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ôóíêöèþ g1(x, y), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T1 \ S.
Ïîýòîìó

g1(x, y) ∈ {1, x ∨ y, xy, x+ y + 1, x ∨ ȳ, x̄ ∨ y}.

Â ïîñëåäíèõ òðåõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ g1(x, x) åñòü êîíñòàíòà 1. Òàêèì îá-
ðàçîì, â ìíîæåñòâî [f1] âõîäèò îäíà èç ôóíêöèé 1, x ∨ y, xy.

Åñëè 1 ∈ [f1], òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ, äâîéñòâåííîìó ëåììå î íåëè-
íåéíîé ôóíêöèè, ïîäñòàíîâêîé êîíñòàíòû 1 è ïåðåìåííûõ x, y èç ôóíê-
öèè f2 ìîæíî ïîëó÷èòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ g2(x, y). Ïîíÿòíî, ÷òî
g2 ∈ T1. Ïîýòîìó

g2(x, y) ∈ {x ∨ y, xy, x ∨ ȳ, x̄ ∨ y}.

Îäíàêî ôóíêöèÿ x ∨ y ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèåé x ∨ ȳ. Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü z(f) ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â íàèìåíüøåì ìíîæåñòâå íàáîðîâ,

íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f îáðàùàåòñÿ â íóëü è êîòîðûå íå èìåþò îáùåé
íóëåâîé êîìïîíåíòû. Äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 ïîëîæèì

dm(x1, . . . , xm) =
∨

1≤i<j≤m
xixj.

Ñëåäóþùèå ëåììû 6 è 7 ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè â äàííîì äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû Ïîñòà.

Ëåììà 6. Ïóñòü f /∈ O∞ è f 6= 0. Òîãäà ìíîæåñòâî [x ∨ y, f ]
ñîäåðæèò ôóíêöèþ dm, ãäå m ≤ max(2, z(f)).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèÿ f(x1, . . . , xn) /∈ O∞ ñëåäóåò,
÷òî äëÿ âñÿêîãî i, 1 ≤ i ≤ n, íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð a = (a1, . . . , an), ÷òî
ai = 1 è f(a1, . . . , an) = 0. Ïóñòü {a1, . . . , am} � íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî
íàáîðîâ, êîòîðîå äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n, ñîäåðæèò íàáîð a ñ óêàçàííûì
ñâîéñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî m ≤ n.

Åñëè m = 1, òî f(1, . . . , 1) = 0 è f(x, . . . , x) ∈ {0, x̄}. Â ñëó÷àå
f(x, . . . , x) = 0 ïðèìåíÿåì ñëåäñòâèå èç ëåììû 3 è ñ ïîìîùüþ êîíñòàíòû
0 ïîëó÷àåì ôóíêöèþ d2. Ïðè f(x, . . . , x) = x̄ ñèñòåìà {x ∨ y, f} ïîëíà â
P2 è, ñëåäîâàòåëüíî, âíîâü d2 ∈ [x ∨ y, f ].

Ïóñòü m ≥ 2. Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
... ... ... ...
am1 am2 . . . amn

 , (5)
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â êîòîðîé ïî ñòðîêàì ðàñïîëîæåíû ýëåìåíòû íàáîðîâ a1, a2, . . . , am, íå
ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòîëáöîâ, íî ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîé ñòðîêè òàêîé ñòîë-
áåö ïîÿâëÿåòñÿ. Çíà÷èò, â ìàòðèöå (5) ìîæíî òàê ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû,
÷òî îáðàçóåòñÿ ìàòðèöà âèäà

1 0 . . . 0 b1m+1 . . . b1n
0 1 . . . 0 b2m+1 . . . b2n
... ... ... ... ... ... ...
0 0 . . . 1 bmm+1 . . . bmn

 (6)

(íàïîìíèì, ÷òî m ≤ n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(x1, . . . , xn) ôóíêöèþ, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè f â ðåçóëüòàòå ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâ-
êè ïåðåìåííûõ. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèÿ g ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà
âñåõ íàáîðàõ, îáðàçóþùèõ ñòðîêè ìàòðèöû (6).

Ìû õîòèì äàëåå ïîëó÷èòü èç ôóíêöèé x ∨ y, g ôóíêöèþ h îò m ïå-
ðåìåííûõ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 íà âñåõ íàáîðàõ ñ îäíîé åäè-
íè÷íîé êîìïîíåíòîé. Åñëè m = n, òî â êà÷åñòâå ôóíêöèè h ìîæíî âçÿòü
ôóíêöèþ g. Ïóñòü m < n. Äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n−m, ñóïåðïîçèöèÿìè
ôóíêöèè x ∨ y îïðåäåëèì ôóíêöèþ

hi(x1, . . . , xm) = b1m+ix1 ∨ b2m+ix2 ∨ . . . ∨ bmm+ixm

(îïðåäåëåíèå ôóíêöèè hi êîððåêòíî, ïîñêîëüêó (b1m+i, . . . , b
m
m+i) 6=

(0, . . . , 0)). Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü

h(x1, . . . , xm) = g(x1, . . . , xm, h1(x1, . . . , xm), . . . , hn−m(x1, . . . , xm)).

Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì èç ëåììû 3 è ëåììîé 4, âûáåðåì â êëàññå
MO∞0 ⊆ [x ∨ y, f ] ôóíêöèþ y ∨ dm(x1, . . . , xm). Åñëè h(0, . . . , 0) = 0, òî
ôóíêöèÿ dm ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäíåé ôóíêöèè ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè
h(x1, . . . , xm) âìåñòî ïåðåìåííîé y.

Ïóñòü h(0, . . . , 0) = 1. Êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îáðàçóåì ôóíêöèþ

h1(x1, . . . , xm) = h(x1, . . . , xm) ∨ dm(x1, . . . , xm).

Çàìå÷àåì òåïåðü, ÷òî

h1(x1 ∨ h1(x1, . . . , xm), x2, . . . , xm) = dm(x1, . . . , xm).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñîãëàñíî ëåììå 6 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé f /∈ O∞, f 6= 0 ìíîæåñòâî
[x∨ y, f ] ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ dm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(f) òàêîå
íàèìåíüøåå m, ÷òî dm ∈ [x ∨ y, f ].
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Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 7 èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî ìàæîðèòàðíîñòè

ôóíêöèé dm (m ≥ 3): ïðè ëþáîì i, 1 ≤ i ≤ m,

dm(x, . . . , x, xi, x, . . . , x) = x.

Ëåììà 7. Ïóñòü f ∈ T1 \O∞. Òîãäà f ∈ [x ∨ ȳ, dp(f)]. Åñëè äîïîëíè-
òåëüíî f ∈ T0 èëè f ∈ M , òî ñîîòâåòñòâåííî f ∈ [x ∨ yz̄, dp(f)] èëè
f ∈ [x ∨ yz, dp(f)].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî p(f) = 2. Òîãäà
óòâåðæåíèå ëåììû âûòåêàåò èç óñòàíîâëåííûõ ðàíåå ñîîòíîøåíèé

[x ∨ ȳ, xy] = T1, [x ∨ yz̄, xy] = T01, [x ∨ y, xy] = M01.

Ïóñòü p(f) ≥ 3 è {a1, . . . , at} � íàèìåíüøåå ìíîæåñòâî íàáîðîâ, íà
êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 è êîòîðûå íå èìå-
þò îáùåé íóëåâîé êîìïîíåíòû. Åñëè t < p(f), òî, ñîãëàñíî ëåììå 6, â
ìíîæåñòâî [x∨y, f ] âõîäèò ôóíêöèÿ dm, ãäåm < p(f). Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
îïðåäåëåíèþ ÷èñëà p(f). Çíà÷èò, t ≥ p(f).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈M . Íàïîìíèì, ÷òî âåðõíèì íóë¼ì ôóíêöèè f
íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð a, ÷òî f(a) = 0 è f(b) = 1 äëÿ ëþáîãî íàáîðà
b, êîòîðûé ñòðîãî áîëüøå íàáîðà a. Çàìåòèì, ÷òî âñå íàáîðû a1, . . . , at

ìîæíî ñ÷èòàòü âåðõíèìè íóëÿìè ôóíêöèè f . Â ñàìîì äåëå, åñëè íàáîð ai

íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì íóë¼ì ôóíêöèè f , òî åãî ìîæíî çàìåíèòü âåðõíèì
íóë¼ì a, êîòîðûé ñòðîãî áîëüøå íàáîðà ai (çàìåòèì, ÷òî âñå åäèíè÷íûå
êîìïîíåíòû íàáîðà ai ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè íàáîðà a).
Ïîíÿòíî, ÷òî íàáîðû a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , at òàêæå íå èìåþò îáùåé
íóëåâîé êîìïîíåíòû.

Äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ p(f), îáîçíà÷èì ÷åðåç fi òàêóþ ìîíîòîííóþ
ôóíêöèþ èç êëàññà T1, ÷òî fi(ai) = 1 è fi(a) = f(a) ïðè a 6= ai (ìîíî-
òîííîñòü ôóíêöèè fi ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî f ∈ M è ai � âåðõíèé íóëü
ôóíêöèè f). Èç ñâîéñòâà ìàæîðèòàðíîñòè ôóíêöèè dp(f) ñëåäóåò, ÷òî

f(x1, . . . , xn) = dp(f)(f1(x1, . . . , xn), . . . , fp(f)(x1, . . . , xn)). (7)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèè f1, . . . , fp(f) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
[x ∨ yz, dp(f)], òî è f ∈ [x ∨ yz, dp(f)].

Åñëè fi ∈ O∞, òî, ñîãëàñíî ëåììå 4, èìååì fi ∈ [x∨yz]. Ïóñòü fi /∈ O∞.
Òîãäà fi ∈ [x ∨ y, f ]. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 3,
ìíîæåñòâî [x∨ y, f ] ñîäåðæèò ôóíêöèþ x∨ yz. Åñëè â íàáîðå ai ðàâíû 1
êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk, òî ôóíêöèÿ fi ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâ-
êîé ôóíêöèè f âìåñòî ïåðåìåííîé y â ôóíêöèþ y ∨ xj1 . . . xjk , êîòîðàÿ
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âõîäèò â ìíîæåñòâî [x ∨ yz]. Èç ñîîòíîøåíèÿ fi ∈ [x ∨ y, f ] ñëåäóåò,
÷òî p(fi) ≥ p(f). Âìåñòå ñ òåì, êàê ëåãêî âèäåòü, ïðè p > p(f) èìååì
dp ∈ [x∨ yz, dp(f)]. Äàëåå ïîñòóïàåì ñ ôóíêöèåé fi òàê æå, êàê è ñ ôóíê-
öèåé f . Ýòîò èíäóêòèâíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áóäóò ïîëó÷åíû ôóíêöèè, âõîäÿùèå â êëàññ O∞.

Ïóñòü òåïåðü f ∈ T0 \M . Òàê æå, êàê â ñëó÷àå f ∈ M , îïðåäåëÿåì
ôóíêöèè f1, . . . , fp(f) èç êëàññà T01 (ïðè ýòîì a1, . . . , at ìîãóò áûòü ëþ-
áûìè íåíóëåâûìè íàáîðàìè) è ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó (7). Åñëè fi ∈ O∞,
òî fi ∈ O∞0 è ïðèìåíåíèå ëåììû 4 äàåò fi ∈ [x ∨ yz̄]. Ïóñòü fi /∈ O∞.
Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 3 èìååì (x ∨ yz̄) ∈ [x ∨ y, f ]. Åñëè, íàïðèìåð, â
íàáîðå ai ðàâíû 1 ïåðâûå k êîìïîíåíò (ïðè÷åì k ≥ 1, ïîñêîëüêó íàáîð
ai îòëè÷åí îò íóëåâîãî íàáîðà), òî fi = f ∨ x1 . . . xkx̄k+1 . . . x̄n, ãäå ôóíê-
öèÿ y ∨ x1 . . . xkx̄k+1 . . . x̄n âõîäèò â ìíîæåñòâî [x ∨ yz̄]. Òàêèì îáðàçîì,
fi ∈ [x ∨ y, f ]. Êàê è âûøå, èç âêëþ÷åíèÿ fi ∈ [x ∨ y, f ] ñëåäóåò, ÷òî
p(fi) ≥ p(f). Íàêîíåö, äàëüíåéøèé èíäóêòèâíûé ïðîöåññ ðàññìîòðåíèÿ
ôóíêöèé fi îáðûâàåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ ëèáî â êëàññ
O∞, ëèáî â êëàññ M .

Ïóñòü f ∈ T1 \T0. Îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðè fi ∈ O∞ ëåììà 4 äàåò fi ∈ [x∨ ȳ], à ïðè fi /∈ O∞ ñëåäñòâèå èç ëåììû
3 � (x ∨ ȳ) ∈ [x ∨ y, f ]. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

M0 = M ∩ T0, M1 = M ∩ T1, M01 = M ∩ T01.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Ï3 ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî áàçèñà-
ìè â êëàññàõ M0,M1,M01 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìû ôóíêöèé

{0, x ∨ y, xy}, {1, x ∨ y, xy}, {x ∨ y, xy}.

Äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Om ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíê-
öèé f , ÷òî ëþáûåm íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
0, èìåþò îáùóþ íóëåâóþ êîìïîíåíòó. Ïîëîæèì

Om
0 = Om ∩ T0, MOm = M ∩Om, MOm

0 = M ∩Om
0 .

Äâîéñòâåííûì îáðàçîì (ñ çàìåíîé 0 íà 1) îïðåäåëÿåì êëàññû Im, Im1 ,

MIm,MIm1 .
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî Om, Om

0 ,MOm,MOm
0 � çàìêíóòûå

êëàññû,
MOm

0 ⊂MOm ⊂ Om, MOm
0 ⊂ Om

0 ⊂ Om,
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dm+1 ∈MOm
0 è dm /∈MOm

0 .

Òåîðåìà 6. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

êëàññå T1 è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññàõ S, L,O∞, I∞, ñîâïàäàåò ñ îäíèì

èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

T1 = [x ∨ ȳ, xy], M1 = [1, x ∨ y, xy], Om = [x ∨ ȳ, dm+1],

T01 = [x ∨ yz̄, xy], M01 = [x ∨ y, xy], Om
0 = [x ∨ yz̄, dm+1],

MOm = [1, dm+1] (m = 2, 3, . . .), MO2
0 = [x ∨ y, d3],

MOm
0 = [dm+1] (m = 3, 4, . . .), Im1 = [x(y ∨ z̄), d∗m+1] (m = 2, 3, . . .),

MI21 = [xy, d3], MIm1 = [d∗m+1] (m = 3, 4, . . .).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F � çàìêíóòûé êëàññ, F ⊆ T1 è

F 6⊆ S, F 6⊆ L, F 6⊆ O∞, F 6⊆ I∞.

Ñîãëàñíî ëåììå 5 êëàññó F ïðèíàäëåæèò îäíà èç ôóíêöèé x ∨ y, xy.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî (x∨ y) ∈ F . Ïî ëåììå 6 â êëàññ F âõîäèò

íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ dm+1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m âûáðàíî íàèìåíüøèì
âîçìîæíûì. Ôóíêöèÿ y∨dm+1(x1, . . . , xm+1) èç ìíîæåñòâà F∞ = F ∩O∞,
î÷åâèäíî, íå ïðèíàäëåæèò êëàññó D. Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 5 êëàññ
F∞ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êëàññîâ O∞, O∞0 ,MO∞,MO∞0 .

Ïóñòü m = 1. Òîãäà xy ∈ F . Åñëè F∞ = O∞, òî (ñì. ëåììó 4) êëàññó
F ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ x∨ ȳ. Ïîñêîëüêó [x∨ ȳ, xy] = T1, â ýòîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì F = T1. Åñëè F∞ = O∞0 , òî âñå ôóíêöèè êëàññà F ñîõðàíÿþò
0 (èíà÷å ââèäó F ⊆ T1 áûëî áû 1 ∈ F∞). Êðîìå òîãî (ñì. ëåììó 4),
èìååì (x ∨ yz̄) ∈ F . Îäíàêî [x ∨ yz̄, xy] = T01. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå F = T01. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àÿõ F∞ = MO∞ è
F∞ = MO∞0 ïîêàçûâàþò, ÷òî F = M1 èëè F = M01.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ≥ 2. Ïóñòü F∞ = O∞. Åñëè f ∈ F \ O∞ è
p(f) = m + 1, òî â ñèëó ëåììû 7 ïîëó÷àåì f ∈ [x ∨ ȳ, dm+1]. Åñëè
f ∈ F \ O∞ è p(f) > m + 1, òî ñîîòíîøåíèå f ∈ [x ∨ ȳ, dm+1] ñëåäóåò
èç ëåììû 7 è ñîîòíîøåíèÿ dp(f) ∈ [x ∨ y, dm+1]. Åñëè æå f ∈ O∞, òî
f ∈ [x ∨ ȳ] ñîãëàñíî ëåììå 4. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
F = [x∨ ȳ, dm+1]. Âìåñòå ñ òåì ôóíêöèè x∨ ȳ, dm+1 ïðèíàäëåæàò êëàññó
Om è êëàññ Om íå ñîäåðæèò ôóíêöèé dp ïðè p ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî,

F = Om = [x ∨ ȳ, dm+1].
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Ïóñòü F∞ = O∞0 . Òîãäà âñå ôóíêöèè êëàññà F ñîõðàíÿþò 0, ò.å.
F ⊆ T01. Äàëåå ïîâòîðÿåì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå F = O∞,
ïîëüçóÿñü ëåììîé 7 äëÿ êëàññà T0 è ëåììîé 4 äëÿ êëàññà O∞0 . Â ðåçóëü-
òàòå ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

F = Om
0 = [x ∨ yz̄, dm+1].

Ñëó÷àè F∞ = MO∞ è F∞ = MO∞0 ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì. Ñòîèò ëèøü îòìåòèòü, ÷òî ïðè m ≥ 3 ôóíêöèÿ x ∨ yz (à çíà-
÷èò, è ôóíêöèÿ x ∨ y) ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè dm+1 îòîæäåñòâëåíèåì
ïåðåìåííûõ: x ∨ yz = dm+1(x, . . . , x, y, z).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â êëàññ F âõîäèò ôóíêöèÿ xy. Ðàññìîò-
ðèì êëàññ F0 = F ∩ T0. Ïðåäûäóùåå äîêàçàòåëüñòâî â ñèëó ïðèíöèïà
äâîéñòâåííîñòè äàåò âñå çàìêíóòûå êëàññû, ëåæàùèå â êëàññå F0 è íå
ñîäåðæàùèåñÿ â êëàññàõ S, L,O∞, I∞:

T01 = [x∨yz̄, xy], M01 = [x∨y, xy], Im1 = [x(y∨z̄), d∗m+1] (m = 2, 3, . . .),

MI21 = [xy, d3], MIm1 = [d∗m+1] (m = 3, 4, . . .).

Åñëè æå â êëàññ F âõîäèò ôóíêöèÿ f , íå ñîõðàíÿþùàÿ 0, òî ââèäó âêëþ-
÷åíèÿ F ⊆ T1 èìååì f(x, . . . , x) = 1. Äîáàâëåíèå êîíñòàíòû 1 ê êëàññàì
T01,M01, I

m
1 ,MIm1 ïðèâîäèò ê óæå ïîëó÷åííûì êëàññàì T1 è M1. Ýòî

âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé:

[1, x ∨ yz̄, xy] = [1, x(y ∨ z̄), d∗m+1] = T1,

[1, xy, d3] = [1, d∗m+1] = M1 (m = 3, 4, . . .).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äâîéñòâåííîé ê òåîðåìå 6 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 7.

Òåîðåìà 7. Ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êëàññ, öåëèêîì ëåæàùèé â

êëàññå T0 è íå ñîäåðæàùèéñÿ â êëàññàõ S, L,O∞, I∞, ñîâïàäàåò ñ îäíèì

èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ:

T0 = [x ∨ y, xȳ], M0 = [0, x ∨ y, xy], Im = [xȳ, d∗m+1],

T01 = [x ∨ y, x(y ∨ z̄)], M01 = [x ∨ y, xy], Im1 = [x(y ∨ z̄), d∗m+1],

MIm = [0, d∗m+1] (m = 2, 3, . . .), MI21 = [xy, d3],

MIm1 = [d∗m+1] (m = 3, 4, . . .), Om
0 = [x ∨ yz̄, dm+1] (m = 2, 3, . . .),

MO2
0 = [x ∨ y, d3], MOm

0 = [dm+1] (m = 3, 4, . . .).
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� 6. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà Ïîñòà. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ

ôóíêöèé ñ÷¼òíà è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ.

1. Êëàññû, ñîäåðæàùèå êîíñòàíòû 0 è 1 :

P2, L, M, D, K, U, MU, C.

2. Êëàññû, ñîäåðæàùèå 0 è íå ñîäåðæàùèå 1 :

L0, M0, T0, D0, K0, U0, C0, I
m, MIm (m = 2, 3, . . . ,∞).

3. Êëàññû, ñîäåðæàùèå 1 è íå ñîäåðæàùèå 0 :

L1, M1, T1, D1, K1, U1, C1, O
m, MOm (m = 2, 3, . . . ,∞).

4. Êëàññû, íå ñîäåðæàùèå 0 è 1 :

L01, M01, S01, T01, D01, K01, U01, S, SL, SM, SU,

Im1 , MIm1 , O
m
0 , MOm

0 (m = 2, 3, . . . ,∞).

Êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ïîðîæäàåòñÿ êîíå÷-

íîé ñèñòåìîé ñâîèõ ôóíêöèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 èç òåîðåìû Ï4 âñÿêèé
çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, îòëè÷íûé îò êëàññà P2, öåëèêîì ñî-
äåðæèòñÿ â îäíîì èç êëàññîâ S,M,L, T0, T1. Òåîðåìû 1�7 îïèñûâàþò âñå
çàìêíóòûå êëàññû, êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò â êëàññàõ T0, T1, S, L,D,K.
Îñòà¼òñÿ èññëåäîâàòü çàìêíóòûå êëàññû F ⊆ M , êîòîðûå íå ñîäåðæàò-
ñÿ â êëàññàõ T0, T1, S, L,D,K. Îäíàêî èç F ⊆ M è F 6⊆ T0 ñëåäóò, ÷òî
â êëàññ F âõîäèò êîíñòàíòà 1. Àíàëîãè÷íî, èç ñîîòíîøåíèé F ⊆ M è
F 6⊆ T1 ñëåäóåò, ÷òî 0 ∈ F . Êðîìå òîãî, ëåììà î íåëèíåéíîé ôóíêöèè
ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â êëàññå F èìååòñÿ ìîíîòîííàÿ íåëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ x, y, ò.å. x ∨ y èëè xy.

Ïóñòü, íàïðèìåð, (x ∨ y) ∈ F . Ïîñêîëüêó F 6⊆ D, â êëàññå F åñòü
ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé. Òîãäà êëàññó
F ïðèíàäëåæèò ôóíêöèÿ g = y ∨ f(x1, . . . , xn), âõîäÿùàÿ â ìíîæåñòâî
O∞ \ D. Ñîãëàñíî òåîðåìå 5 êëàññ [g] ìîæåò ñîâïàäàòü ëèøü ñ îäíèì
èç êëàññîâ MO∞,MO∞0 . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ (x ∨ yz) ∈ [g]. Ïîäñòàíîâêîé
êîíñòàíòû 0 ïîëó÷àåì èç ôóíêöèè x∨yz êîíúþíêöèþ yz. Òàêèì îáðàçîì,
{0, 1, x ∨ y, xy} ⊂ F . Îäíàêî [0, 1, x ∨ y, xy] = M . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå F = M .

28



Äâîéñòâåííûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà xy ∈ F . Òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

Ïîëíûé ïåðå÷åíü çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðèâåä¼í íè-
æå â òàáëèöå. Äèàãðàììà âêëþ÷åíèé âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ
ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå.
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Çàìêíóòûé êëàññ Ïðèìåð áàçèñà
Êëàññû, ñîäåðæàùèå
êîíñòàíòû 0 è 1

P2 x̄, x ∨ y
M 0, 1, x ∨ y, xy
L 1, x+ y
D 0, 1, x ∨ y
K 0, 1, xy
U 1, x̄
MU 0, 1, x
C 0, 1

Êëàññû, ñîäåðæàùèå 1
è íå ñîäåðæàùèå 0

T1 x ∨ ȳ, xy
M1 1, x ∨ y, xy
L1 x+ y + 1
D1 1, x ∨ y
K1 1, xy
U1 1, x
C1 1
Om x ∨ ȳ, dm+1

(m = 2, 3, . . .)
MOm 1, dm+1

(m = 2, 3, . . .)
O∞ x ∨ ȳ
MO∞ 1, x ∨ yz

Êëàññû, ñîäåðæàùèå 0
è íå ñîäåðæàùèå 1

T0 x ∨ y, xȳ
M0 0, x ∨ y, xy
L0 x+ y

D0 0, x ∨ y
K0 0, xy
U0 0, x
C0 0
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Çàìêíóòûé êëàññ Ïðèìåð áàçèñà
Êëàññû, ñîäåðæàùèå 0
è íå ñîäåðæàùèå 1

Im xȳ, d∗m+1

(m = 2, 3, . . .)
MIm 0, d∗m+1

(m = 2, 3, . . .)
I∞ xȳ

MI∞ 0, x(y ∨ z)

Êëàññû,
íå ñîäåðæàùèå 0 è 1

T01 xy, x ∨ yz̄
S01 d3(x, y, z̄)
M01 x ∨ y, xy
L01 x+ y + z

D01 x ∨ y
K01 xy
U01 x

S x̄, d3
SM d3
SL x+ y + z + 1
SU x̄
Om

0 x ∨ yz̄, dm+1

(m = 2, 3, . . .)
MO2

0 x ∨ y, d3
MOm

0 dm+1

(m = 3, 4, . . .)
Im1 x(y ∨ z̄), d∗m+1

(m = 2, 3, . . .)
MI21 xy, d3
MIm1 d∗m+1

(m = 3, 4, . . .)
O∞0 x ∨ yz̄
MO∞0 x ∨ yz
I∞1 x(y ∨ z̄)
MI∞1 x(y ∨ z)
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� 7. ×àñòè÷íûå áóëåâû ôóíêöèè

Ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè åñòåñòâåííî âîçíèêàåò â ñèòóà-
öèÿõ, êîãäà çíà÷åíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èçâåñòíû íå íà âñ¼ì
ìíîæåñòâå En

2 , à òîëüêî íà íåêîòîðîì åãî ñîáñòâåííîì ïîäìíîæåñòâå E,
è îòñóòñòâóåò èíôîðìàöèÿ î âîçìîæíîì ïîâåäåíèè ôóíêöèè f íà ìíîæå-
ñòâå En

2 \E. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f íå îïðåäåëå-
íà íà íàáîðå (a1, . . . , an), îíà ”

ïðèíèìàåò“ çíà÷åíèå
”
íåîïðåäåë¼ííîñòü“.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë ∗. Òàêèì
îáðàçîì, òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ f íå îïðåäåëåíà íà íàáîðå (a1, . . . , an),
áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå f(a1, . . . , an) = ∗.

Èòàê, ïîä ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèåé áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ,
àðãóìåíòû êîòîðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà E2, à ñàìà ôóíê-
öèÿ � çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà E2 ∪ {∗}.

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç P ∗2 .
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì n ≥ 1 ìíîæåñòâó P ∗2 ïðèíàäëåæèò n-ìåñòíàÿ
íèãäå íå îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
∗ íà âñ¼ì ìíîæåñòâå En

2 . Âñå òàêèå ôóíêöèè áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü
ñèìâîëîì ∗.

Ïî àíàëîãèè ñ îáû÷íûìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè äëÿ ÷àñòè÷íûõ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ñóùåñòâåííîé è ôèêòèâíîé ïå-
ðåìåííûõ. Ìû äàäèì îïðåäåëåíèå òîëüêî ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn, xn+1) ïîëó÷åíà
èç ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñ ïîìîùüþ ââåäå-

íèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xn+1, åñëè äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn, xn+1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

g(x1, . . . , xn, xn+1) = f(x1, . . . , xn).

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíî � êàê îáû÷íîå
îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íà òð¼õýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {0, 1, ∗}.

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè íà ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íûõ áóëå-
âûõ ôóíêöèé ìîæíî äàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ìû îñòàíîâèìñÿ íà
ñëåäóþùåì íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííîì ñïîñîáå. ×òîáû íå îòÿãîùàòü
îïðåäåëåíèå ìåëêèìè òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè, ðàññìîòðèì ëèøü

”
ðåãó-

ëÿðíóþ“ ñóïåðïîçèöèþ âèäà

f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).
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Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ äàííîé ñóïåðïîçèöèåé, îïðåäåëåíà íà
íàáîðå (a1, . . . , an) â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà íà íàáîðå (a1, . . . , an)
îïðåäåëåíû âñå ôóíêöèè f1, . . . , fm, à íà íàáîðå

(f1(a1, . . . , an), . . . , fm(a1, . . . , an))

� ôóíêöèÿ f0.
Êàê è äëÿ îáû÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, äëÿ ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíê-

öèé íà îñíîâå ïîíÿòèé ôîðìóëû è ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé ôîðìóëîé,
ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ çàìûêàíèÿ, çàìêíóòîãî êëàññà, ïîëíîòû, ïîðîæ-
äàþùåé ñèñòåìû è áàçèñà.

Ïîëîæèì

e(x, y) =

 x, åñëè x = y,
* â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ò å î ð å ì à 8. Ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄, x∨y, e(x, y)} ïîëíà â êëàññå
P ∗2 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ
èç P ∗2 . Ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé x̄, x ∨ y îïðåäåëèì òàêèå (âñþäó îïðå-
äåë¼ííûå) ôóíêöèè f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà
(a1, . . . , an) èç En

2

f1(a1, . . . , an) = f2(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an),

åñëè çíà÷åíèå f(a1, . . . , an) îïðåäåëåíî, è f1(a1, . . . , an) 6= f2(a1, . . . , an) â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà áóäåì èìåòü

f(x1, . . . , xn) = e(f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè g(x) � ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç P ∗2 , êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
òîëüêî â îäíîé òî÷êå, òî ñèñòåìà {x̄, x ∨ y, g(x)} ïîëíà â êëàññå P ∗2 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíà èç ôóíêöèé

g(x), g(x̄), ḡ(x), ḡ(x̄)

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé h(x), ãäå h(0) = 0 è h(1) = ∗. Äàëåå ïîëó÷àåì

e(x, y) = x ∨ h(x+ y).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ êëàññà P ∗2 êðèòåðèé
ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì â P ∗2 ñëåäóþùèå 8 êëàñ-
ñîâ:

P2 ∪ {∗};
T ∗0 = {f : f ∈ P ∗2 è f ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêöèè èç T0};
T ∗1 = {f : f ∈ P ∗2 è f ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêöèè èç T1};
S∗ = {f : f ∈ P ∗2 è f ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêöèè èç S};
M ∗ = {f : f ∈ P ∗2 è f ìîæíî äîîïðåäåëèòü äî ôóíêöèè èç M};
L∗ = {f : f ∈ P ∗2 è ïðè ïîäñòàíîâêå â ôóíêöèþ f íà ìåñòà âñåõ ïå-

ðåìåííûõ ëþáûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà {0, 1, x, x̄, y, ȳ, x+ y, x+ y + 1}
ïîëó÷àåòñÿ ëèáî ôóíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ëèáî íå âñþäó îïðåäåë¼í-
íàÿ ôóíêöèÿ};
T ∗01 = {f : f ∈ P ∗2 è ëèáî f(0, . . . , 0) = 0 è f(1, . . . , 1) = 1, ëèáî

f(0, . . . , 0) = ∗, ëèáî f(1, . . . , 1) = ∗};
U ∗ = {f : f ∈ P ∗2 è ïðè ïîäñòàíîâêå â ôóíêöèþ f íà ìåñòà âñåõ ïåðå-

ìåííûõ ëþáûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà {0, 1, x, x̄, y, ȳ} ïîëó÷àåòñÿ ëèáî
ôóíêöèÿ èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ëèáî íå âñþäó îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ}.

Èñõîäÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñóïåðïîçèöèè, íåòðóäíî äî-
êàçàòü çàìêíóòîñòü âñåõ êëàññîâ

P2 ∪ {∗}, T ∗0 , T ∗1 , S∗, M∗, L∗, T ∗01, U∗. (8)

Îòìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ

T0 ⊂ T ∗0 , T1 ⊂ T ∗1 , S ⊂ S∗, M ⊂M ∗, L ⊂ L∗, T01 ⊂ T ∗01, U ⊂ U ∗.

Ìîæíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî íè îäèí èç êëàññîâ (8) öåëèêîì íå ñîäåð-
æèòñÿ â äðóãîì. Âûäåëèì çäåñü òîëüêî äâà ñëó÷àÿ: ôóíêöèÿ g(x, y, z)
èç êëàññà S∗ ∩ U ∗, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ëèøü íà ÷åòûð¼õ íàáîðàõ,

g(0, 0, 0) = g(0, 1, 1) = g(1, 0, 1) = 0, g(1, 1, 0) = 1,

íå ïðèíàäëåæèò êëàññó L∗.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà Ð.Â.Ôðåéâàëäîì [11].

Òåîðåìà 9 (êðèòåðèé ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû â êëàññå P ∗2 ). Ñè-
ñòåìà ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ïîëíà â êëàññå P ∗2 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ (8).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò
èç çàìêíóòîñòè êëàññîâ (8) è íåñîâïàäåíèè èõ ñ êëàññîì P ∗2 . Óñòàíîâèì
äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèÿ òåîðåìû.
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Ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèé èç P ∗2 öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç
êëàññîâ (8). Âûáåðåì â íåé ôóíêöèè f1, . . . , f8, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
ñîîòâåòñòâåííî êëàññàì P2∪{∗}, . . . , U ∗. Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
{f1, . . . , f8} ïîëíà â êëàññå P ∗2 .

Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f2, f3, f4, f7 ïîëó÷èì êîíñòàíòû. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f7(x, . . . , x) (íå âõîäÿùàÿ â êëàññ T ∗01) ñîâïàäàåò ñ
îäíîé èç ôóíêöèé 0, 1, x̄. Ïîñêîëüêó f2(0, . . . , 0) = 1 è f3(1, . . . , 1) = 0,
â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ èç îäíîé êîíñòàíòû ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f2 èëè
f3 îáðàçóåì äðóãóþ êîíñòàíòó. Â òðåòüåì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f4(x1, . . . , xm) (íå âõîäÿùóþ â êëàññ S∗), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, îáëàäàåò
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð (a1, . . . , am) ∈ Em

2 , ÷òî

f4(a1, . . . , am) = f4(ā1, . . . , ām) 6= ∗.

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f4(x+a1, . . . , x+am) áóäåò íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòîé. Äðóãóþ êîíñòàíòó, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé
f2, f3.

Äàëåå ïîñòðîèì ôóíêöèþ x̄. Èç óñëîâèÿ f5(x1, . . . , xn) /∈M ∗ âûòåêàåò,
÷òî íàéäóòñÿ òàêèå äâà íàáîðà (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn), ÷òî

(a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) è f5(a1, . . . , an) = 1, f5(b1, . . . , bn) = 0.

Êàê è â ëåììå î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè, çàìåíèì â ôóíêöèè f5(x1, . . .
. . . , xn) ïåðåìåííóþ xi (1 ≤ i ≤ n) êîíñòàíòîé ai, åñëè ai = bi, è ïåðå-
ìåííîé x, åñëè ai 6= bi (â ýòîì ñëó÷àå íåïðåìåííî ai = 0 è bi = 1). Â
ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû îáðàçóåòñÿ ôóíêöèÿ x̄.

Ïåðåéä¼ì ê ôóíêöèè f8(x1, . . . , xk) (îíà íå âõîäèò â êëàññ U ∗). Ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ êëàññà U ∗ ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè g1(x, y), . . .
. . . , gk(x, y) èç ìíîæåñòâà {0, 1, x, x̄, y, ȳ}, ÷òî ôóíêöèÿ

g(x, y) = f8(g1(x, y), . . . , gk(x, y))

íå âõîäèò â ìíîæåñòâî {0, 1, x, x̄, y, ȳ}. Åñëè ôóíêöèÿ g(x, y) íåëèíåéíà
(à âñå íåëèíåéíûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ x, y ñóòü

x ∨ y, x ∨ ȳ, x̄ ∨ y, x̄ ∨ ȳ, xy, xȳ, x̄y, x̄ȳ),

òî âìåñòå ñ ôóíêöèåé x̄ îíà îáðàçóåò ïîëíóþ â P2 ñèñòåìó.
Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x, y) ëèíåéíà (ò.å. g(x, y) ∈ {x + y, x + y + 1}). Ïî-

ñêîëüêó ôóíêöèÿ x̄ óæå ïîñòðîåíà, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
èìåþòñÿ îáå ôóíêöèè x+ y è x+ y+ 1. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ
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f6 (íå âõîäÿùóþ â êëàññ L∗) è òàê æå, êàê äëÿ ôóíêöèè f8, ïîäñòàíîâêîé
â ôóíêöèþ f6 íà ìåñòà âñåõ ïåðåìåííûõ ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé èç ìíî-
æåñòâà {0, 1, x, x̄, y, ȳ, x+y, x+y+1} ïîëó÷àåì íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Â ðåçóëüòàòå âíîâü ïðèõîäèì ê ïîëíîé â P2 ñèñòåìå.

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ôóíêöèþ f1. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî íàéòè òà-
êóþ ïàðó ñîñåäíèõ (îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî â îäíîé êîîðäèíàòå) íàáîðîâ
ã è b̃, ÷òî ôóíêöèÿ f1 îïðåäåëåíà òîëüêî íà îäíîì èç ýòèõ íàáîðîâ.
Ïîäñòàâèì â ôóíêöèþ f1 êîíñòàíòû 0,1 âìåñòî âñåõ òåõ ïåðåìåííûõ, êî-
òîðûì â íàáîðàõ ã, b̃ îòâå÷àþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ, è ïåðåìåííóþ x âìåñòî
åäèíñòâåííîé îñòàâøåéñÿ ïåðåìåííîé. Ïîëó÷èì ôóíêöèþ g1(x), êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Äàëåå ïðèìåíÿåì ñëåäñòâèå èç òåîðåìû
8. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé
âûðàçèìîñòè ñëó÷àé ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé êàðèäèíàëüíî îòëè-
÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ îáû÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 10. Â P ∗2 èìååòñÿ êîíòèíóàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çàìêíó-
òûõ êëàññîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fi(x1, . . . , xi);
i = 2, 3, . . .} ôóíêöèé èç P ∗2 : äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , ai) èç Ei

2 ïóñòü

fi(a1, . . . , ai) =


0, åñëè íàáîð (a1, . . . , ai) ñîäåðæèò ðîâíî îäíó

åäèíèöó,
* â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ïîêàæåì, ÷òî íèêàêàÿ ôóíêöèÿ fi íå âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé íàä ìíîæå-
ñòâîì ôóíêöèé {f2, . . . , fi−1, fi+1, . . .}. Â ñèëó ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé
îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü òðåáóåìîå â òåîðåìå óòâåðæäåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ � ôîð-
ìóëà íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé {f2, . . . , fi−1, fi+1, . . . , }, êîòîðàÿ ðåàëè-
çóåò ôóíêöèþ fi. Â ôîðìóëó Φ íåïðåìåííî âõîäèò ïîäôîðìóëà âèäà
fj(xk1, . . . , xkj), ãäå

{k1, . . . , kj} ⊆ {1, 2, . . . , i} è j 6= i.

Åñëè j < i, òî ðàññìîòðèì íàáîð (a1, . . . , ai), êîòîðûé ñîäåðæèò ðîâíî
îäíó åäèíèöó è â êîòîðîì ak1 = . . . = akj = 0. Ôóíêöèÿ fj(xk1, . . . , xkj) íå
îïðåäåëåíà íà ýòîì íàáîðå. Çíà÷èò, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñóïåðïîçèöèè
÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, íà äàííîì íàáîðå áóäåò íå îïðåäåëåíà è
âñÿ ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëîé Φ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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Äîïóñòèì, ÷òî j > i. Òîãäà ñðåäè ÷èñåë k1, . . . , kj åñòü õîòÿ áû äâà îäè-
íàêîâûõ. Ïóñòü, íàïðèìåð, k1 = k2. Ðàññìîòðèì íàáîð (a1, . . . , ai), â êî-
òîðîì ðàâíà 1 òîëüêî êîìïîíåíòà ak1. Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèè fj(xk1, . . .
. . . , xkj) íà íàáîðå (a1, . . . , ai) íå îïðåäåëåíî è, êàê è âûøå, ìû ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ãëàâà 2. Ïðåäïîëíûå êëàññû ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè

Â ýòîé ãëàâå ïðè ëþáîì k ≥ 3 áóäóò îïðåäåëåíû âñå ïðåäïîëíûå
êëàññû â Pk. Â êà÷åñòâå ÿçûêà, íà êîòîðîì áóäóò îïèñàíû ïðåäïîëíûå
êëàññû, âûáðàí ïðåäèêàòíûé ÿçûê, íà êîòîðîì ôîðìóëèðóåòñÿ âàæíîå
ïîíÿòèå

”
ôóíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïðåäèêàò“. Â ïàðàãðàôå 3 èçëàãàþòñÿ

ïåðâîíà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî îäíîðîäíûì ôóíêöèÿì � ôóíêöèÿì, èãðà-
þùèì â òåîðèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè âàæíóþ ðîëü â âîïðîñàõ
ïîëíîòû è êîíå÷íîé ïîðîæäàåìîñòè.

� 1. Îòíîøåíèå ñîõðàíåíèÿ ïðåäèêàòà ôóíêöèåé

Ïóñòü k ≥ 2, Ek = {0, 1, . . . , k−1}, Pk � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íà
Ek (ìíîæåñòâî ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè). Ïðåäèêàòîì íà ìíîæåñòâå

Ek áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ ρ(x1, . . . , xm), îòîáðàæàþùóþ ìíîæåñòâî
Em
k â ìíîæåñòâî {È,Ë}, ãäå È,Ë � èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ

”
èñòèíà“ è

”
ëîæü“. Åñëè (a1, . . . , am) ∈ Em

k è ρ(a1, . . . , am) =È (Ë), òî ãîâîðèì,
÷òî íàáîð (a1, . . . , am) óäîâëåòâîðÿåò (íå óäîâëåòâîðÿåò) ïðåäèêàòó ρ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ íà Ek îáîçíà÷èì ÷åðåç Πk.

Ïóñòü ρ(x1, . . . , xm) � ïðåäèêàò èç ìíîæåñòâà Πk, f(y1, . . . , yn) �ôóíê-
öèÿ èç êëàññà Pk. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(y1, . . . , yn) ñîõðàíÿåò ïðåäè-

êàò ρ(x1, . . . , xm), åñëè äëÿ ëþáûõ n íàáîðîâ

(a11, . . . , am1), . . . , (a1n, . . . , amn),

óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàòó ρ, íàáîð

(f(a11, . . . , a1n), . . . , f(am1, . . . , amn))

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó ρ.
Ìíîæåñòâî èñòèííîñòè (íåïóñòîãî) ïðåäèêàòà ρ(x1, . . . , xm) óäîáíî

èçîáðàæàòü â âèäå ìàòðèöû Xρ, ñîñòîÿùåé èç m ñòðîê. Íàáîðû (a1, . . .
. . . , am), óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåäèêàòó ρ, çàïèñûâàþòñÿ â ìàòðèöå Xρ

(ñâåðõó âíèç) â âèäå ñòîëáöîâ, òàê ÷òî ýëåìåíò a1 ñòîèò â ïåðâîé ñòðî-
êå, ýëåìåíò a2 � âî âòîðîé è ò. ä. Ïîðÿäîê ñòîëáöîâ â ìàòðèöå Xρ, êàê
ïðàâèëî, íåñóùåñòâåí.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðåäèêàò

ρ(x1, x2) ≡ (x1 ≤ x2)

39



èç ìíîæåñòâà Π2. Åãî ìàòðèöà Xρ èìååò âèä 0 0 1
0 1 1

 .
Îòíîøåíèå ñîõðàíåíèÿ ïðåäèêàòà ρ(x1, . . . , xm) ôóíêöèåé f(y1, . . .

. . . , yn) ìîæíî çàäàòü â âåñüìà íàãëÿäíîé ôîðìå íà "ìàòðè÷íîì" ÿçûêå.
Ïóñòü ìàòðèöà Xρ ïðåäèêàòà ρ èìååò âèä

a11 a12 . . . a1s
a21 a22 . . . a2s
... ... . . . ...
ak1 ak2 . . . aks

 . (9)

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n ÷èñåë i1, . . . , in, ãäå 1 ≤ i1, . . . , in ≤ s, èç i1-ãî,. . .
. . . , in-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû Xρ îáðàçóåì ìàòðèöó


a1i1 a1i2 . . . a1in
a2i1 a2i2 . . . a2in
... ... . . . ...
aki1 ami2 . . . amin

 . (10)

Çàòåì ê íåé ïî ñòðîêàì "ïðèìåíèì" ôóíêöèþ f :

f


a1i1 a1i2 . . . a1in
a2i1 a2i2 . . . a2in
... ... . . . ...

ami1 ami2 . . . amin

 =


f(a1i1, a1i2, . . . , a1in)
f(a2i1, a2i2, . . . , a2in)

. . . . . . . . .
f(ami1, ami2, . . . , amin)

 .

Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ñòîëáåö çíà÷åíèé òàêæå äîëæåí áûòü ñòîëáöîì
ìàòðèöû Xρ.

Äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòà ρ èç Πk ÷åðåç Pol(ρ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò ρ. Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ìíîæåñòâ
Pol(ρ).

1. Äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòà ρ ìíîæåñòâî Pol(ρ) ñîäåðæèò âñå ñåëåêòîð-
íûå ôóíêöèè eni (x1, . . . , xi, . . . , xn) = xi.

Â ñàìîì äåëå, ïðè ïðèìåíåíèè ôóíêöèè eni ê ìàòðèöå (10) â êà÷åñòâå
çíà÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ åå i-é ñòîëáåö, òî åñòü îäèí èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû
(9) ïðåäèêàòà ρ.

2. Äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòà ρ ìíîæåñòâî Pol(ρ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
êëàññîì.
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Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâó Pol(ρ) ïðèíàäëåæàò âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà 2 äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî èç {f0, f1, . . .
. . . , fl} ⊆ Pol(ρ) è

f(y1, . . . , yn) = f0(f1(y1, . . . , yn), . . . , fl(y1, . . . , yn))

ñëåäóåò f ∈ Pol(ρ). Äåéñòâèòåëüíî, èç ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé f1, . . .
. . . , fl ìíîæåñòâó Pol(ρ) âûòåêàåò, ÷òî ïðèìåíåíèå êàæäîé èç ôóíêöèé
f1, . . . , fl ê ìàòðèöå (10) äàåò íåêîòîðûé ñòîëáåö èç ìàòðèöû (9) ïðå-
äèêàòà ρ. Çíà÷èò, â ñèëó âêëþ÷åíèÿ f0 ∈ Pol(ρ) ïðèìåíåíèå ôóíêöèè
f0 ê ìàòðèöå ðàçìåðà m × l, ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ ñòîëáöîâ, âíîâü äàåò
ñòîëáåö èç ìàòðèöû (9).

� 2. Ñåìåéñòâà ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïðåäïîëíûå êëàññû

Âñå ïðåäèêàòû èç Πk, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïðåäïîëíûå êëàññû â Pk,
ìîæíî ðàçáèòü íà øåñòü ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ñåìåéñòâ P, O, L,
E, C, B. Â îêîí÷àòåëüíîé ôîðìå âñå îíè îïðåäåëåíû È.Ðîçåíáåðãîì [15].
Ñåìåéñòâî P. Ïðåäèêàòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì

k ≥ 2. Ïóñòü π � ïåðåñòàíîâêà íà Ek, ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå ìíîæåñòâà Ek íà ñåáÿ. Ïðåäèêàò π(x1) = x2 íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì
ïåðåñòàíîâêè π. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî Pol(π(x1) = x2) ñîñòî-
èò èç âñåõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó

f(π(x1), . . . , π(xn)) = π(f(x1, . . . , xn)).

Ôóíêöèè f , óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó òîæäåñòâó, íàçûâàþò òàêæå ôóíê-
öèÿìè, ñàìîäâîéñòâåííûìè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Ñåìåéñòâî
P ñîñòîèò èç âñåõ ïðåäèêàòîâ ρ(x1, x2), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè ïå-
ðåñòàíîâîê, ðàçëàãàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ îäíîé è òîé æå ïðî-
ñòîé äëèíû.

Ïðè k = 2 ñåìåéñòâî P ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòà, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå x̄. Êëàññ Pol(x̄1 = x2) � ýòî êëàññ S âñåõ
ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïðè k = 3 ñåìåéñòâî P ñîñòîèò èç äâóõ ïðåäèêàòîâ: x1 + 1 = x2 è
x1 + 2 = x2 (ñëîæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ìîäóëþ 3). Êàê âèäíî, îíè
îòâå÷àþò äâóì ïåðåñòàíîâêàì: x + 1 è x + 2. Îäíàêî êàæäàÿ èç ýòèõ
ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ (âòîðîé) ñòåïåíüþ äðóãîé ïåðåñòàíîâêè. Ïîýòîìó
êëàññû Pol(x1 + 1 = x2) è Pol(x1 + 2 = x2) ñîâïàäàþò.
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Ñåìåéñòâî O. Ïðåäèêàòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì
k ≥ 2. Ïóñòü ïðåäèêàò ρ(x1, x2) çàäà¼ò íà Ek ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ò.å. ðå-
ôëåêñèâíîå, òðàíçèòèâíîå è àíòèñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå. Íàçîâ¼ì ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê íà Ek îãðàíè÷åííûì, åñëè îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà
èìåþòñÿ íàèìåíüøèé è íàèáîëüøèé ýëåìåíòû (îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
îáÿçàíû ñîâïàäàòü ñîîòâåòñòâåííî ñ ýëåìåíòàìè 0 è k− 1). Ñåìåéñòâî O
ñîñòîèò èç âñåõ äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ ρ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
îãðàíè÷åííûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè.

Åñëè ρ ∈O, òî êëàññ Pol(ρ) ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìî-
íîòîííû îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà ρ. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè f(x1, . . . , xn) ∈
Pol(ρ) è (a1, . . . , an) ≤ρ (b1, . . . , bn), òî

f(a1, . . . , an) ≤ρ f(b1, . . . , bn).

Ïðè k = 2, 3 âñå îãðàíè÷åííûå ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè íà Ek ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûìè ïîðÿäêàìè, ïðè k > 3 ýòî óòâåðæäåíèå óæå íåâåðíî. Â ñëó÷àå
k = 2 äâà îãðàíè÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêà, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî
0 ≤ 1 è 1 ≤ 0, îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå êëàññM ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.
Â ñëó÷àå k = 3 îãðàíè÷åííûå ïîðÿäêè, â êîòîðûõ

0 ≤ 1 ≤ 2, 1 ≤ 2 ≤ 0, 2 ≤ 0 ≤ 1,

îïðåäåëÿþò òðè ðàçëè÷íûõ êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Îñòàëüíûå òðè
îãðàíè÷åííûõ ïîðÿäêà îïðåäåëÿþò òå æå ñàìûå êëàññû ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé. Ê ïðèìåðó, ïîðÿäêè 0 ≤ 1 ≤ 2 è 2 ≤ 1 ≤ 0 çàäàþò îäèíà-
êîâûå êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.
Ñåìåéñòâî L. Ïðåäèêàòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà k = pl, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è l ≥ 1. Êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ
â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï, â ýòîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå Ek ìîæíî îïðåäå-
ëèòü áèíàðíóþ êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ + òàê, ÷òî àëãåáðàG = 〈Ek; +〉
áóäåò ÿâëÿòüñÿ àáåëåâîé p-ãðóïïîé ïåðèîäà p. Èíûìè ñëîâàìè, â àáåëå-
âîé ãðóïïå G ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà, îòëè÷íîãî îò íóëÿ ãðóïïû, áóäåò
ðàâåí p.

Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà k â êà÷åñòâå îïåðàöèè + íà ìíîæåñòâå Ek

ìîæíî âçÿòü ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ k, ïðè ýòîì íóë¼ì ñîîòâåòñòâóþùåé
àáåëåâîé ãðóïïû áóäåò ÿâëÿòüñÿ ÷èñëî 0. Áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð ïîëó-
÷àåì ïðè k = 4. Âçÿâ âíîâü â êà÷åñòâå íóëÿ ãðóïïû ÷èñëî 0, îïðåäåëèì
êîììóòàòèâíóþ îïåðàöèþ + íà E4 ñîîòíîøåíèÿìè

x+ x = 0, 1 + 2 = 3, 1 + 3 = 2

42



(îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå îïåðàöèþ +, âûòåêàþò èç
ñâîéñòâ êîììóòàòèâíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ íóëÿ ãðóïïû).

Èòàê, åñëè k = pl è G = 〈Ek; +〉 � àáåëåâà p-ãðóïïà ïåðèîäà p, òî
ñåìåéñòâó L ïðèíàäëåæèò ÷åòûð¼õìåñòíûé ïðåäèêàò

ρ(x1, x2, x3, x4) ≡ (x1 + x2 = x3 + x4).

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç êëàññà Pol(ρ) óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùåìó óñëîâèþ ëèíåéíîñòè: äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ (a1, . . . , an),
(b1, . . . , bn) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(a1 + b1, . . . , an + bn) = f(a1, . . . , an) + f(b1, . . . , bn)− f(0, . . . , 0),

ãäå 0 � íóëü ñîîòâåòñòâóþùåé àáåëåâîé ãðóïïû, à ìèíóñ ñèìâîëèçèðóåò
âçÿòèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà â ãðóïïå.

Ïðè k = 2 ìàòðèöà ïðåäèêàòà ρ èìååò âèä
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1

 .

Ýòîò ïðåäèêàò îïðåäåëÿåò â P2 êëàññ L ëèíåéíûõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ïðîñòîì k ïðåäèêàò ρ íà Ek îïðåäåëÿåò â Pk
êëàññ âñåõ ôóíêöèé, ëèíåéíûõ ïî ìîäóëþ k. Îäíàêî åñëè k = pl, ãäå
l ≥ 2, òî ôóíêöèè èç êëàññà Pol(ρ) èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Â
ýòîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå Ek ìîæíî îïðåäåëèòü êîììóòàòèâíóþ îïåðà-
öèþ × òàê, ÷òî àëãåáðà 〈Ek; +,×〉 áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîëåì Ãàëóà, à ïðî-
èçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) èç êëàññà Pol(ρ) áóäåò ïðåäñòàâèìà â
âèäå

a0 +
n∑
i=1

l−1∑
j=0

aijx
pj

i .

Ñåìåéñòâî E. Ïðåäèêàòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè
k ≥ 3. Ñåìåéñòâî E ñîñòîèò èç âñåõ äâóìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íàEk, îòëè÷íûå îò òîæ-
äåñòâåííî èñòèííîãî îòíîøåíèÿ è îò îòíîøåíèÿ ðàâåíñòâà. Òàêèì îá-
ðàçîì, åñëè ρ ∈ E, òî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ ðàçáèâàåò ìíîæå-
ñòâî Ek íà l êëàññîâ E1, . . . , El ïîïàðíî ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ, ãäå
1 < l < k. Â ñâÿçè ñ ýòèì êëàññ Pol(ρ) èíîãäà íàçûâàþò êëàññîì ôóíê-
öèé, ñîõðàíÿþùèõ ðàçáèåíèå (E1, . . . , El).
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Ñåìåéñòâî C. Ïðåäèêàòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì
k ≥ 2. ×òîáû îïðåäåëèòü ïðåäèêàòû ñåìåéñòâà C, ââåäåì íåñêîëüêî
íîâûõ ïîíÿòèé.

Äëÿ ëþáîãî m ≥ 2 ïîëîæèì

τm(x1, . . . , xm) ≡
∨

1≤i<j≤m
(xi = xj).

Ïðåäèêàò ρ(x1, . . . , xm) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðåôëåêñèâíûì, åñëè ëèáîm =
1, ëèáî m ≥ 2 è ρ ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïðåäèêàòà τm (ò.å. ïðåäèêàòó ρ
óäîâëåòâîðÿþò âñå íàáîðû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðåäèêàòó τm). Òà-
êèì îáðàçîì, åñëè m ≥ 2 è ρ(x1, . . . , xm) � âïîëíå ðåôëåêñèâíûé ïðåäè-
êàò, òî çíà÷åíèå ρ(a1, . . . , am) èñòèííî äëÿ ëþáîãî íàáîðà (a1, . . . , am) èç
Em
k , ñîäåðæàùåãî íå áîëåå m− 1 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåäèêàò ρ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñèììåòðè÷íûì, åñëè îí íå ìåíÿåò-

ñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. Ïðåäèêàò ρ(x1, . . . , xm) íàçû-
âàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè îí âïîëíå ðåôëåêñèâåí, âïîëíå ñèììåòðè-
÷åí, îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííî èñòèííîãî ïðåäèêàòà è ñóùåñòâóåò òàêîå
íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî C ìíîæåñòâà Ek (öåíòð ïðåäèêàòà ρ), ÷òî ïðå-
äèêàòó ρ óäîâëåòâîðÿåò âñÿêèé íàáîð (a1, . . . , am) èç Em

k , êàê òîëüêî
{a1, . . . , am} ∩ C 6= ∅.

Ñåìåéñòâî C ñîñòîèò èç âñåõ öåíòðàëüíûõ ïðåäèêàòîâ. Îòìåòèì, ÷òî
â ñåìåéñòâî C âõîäÿò âñå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû âèäà x ∈ C, ãäå C �
íåïóñòîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ek. Äëÿ ïðåäèêàòà x ∈ C
ìíîæåñòâî C, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì. Ôóíêöèè, âõîäÿùèå â êëàññ
Pol(x ∈ C) íàçûâàþò ôóíêöèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè ìíîæåñòâî C. ×àñò-
íûì ñëó÷àåì óêàçàííûõ ïðåäèêàòîâ ÿâëÿþòñÿ ïðåäèêàòû âèäà x = a, ãäå
a ∈ Ek. Â P2 êëàññû T0 è T1 îïðåäåëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè ïðåäèêàòàìè
x = 0 è x = 1.
Ñåìåéñòâî B. Ïðåäèêàòû ýòîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè

k ≥ 3. ×òîáû îïðåäåëèòü ïðåäèêàòû ñåìåéñòâà B, äàäèì åùå äâà îïðå-
äåëåíèÿ.

Ïóñòü h ≥ 3, l ≥ 1 è k = hl. Ýëåìåíò a ìíîæåñòâà Ek ìîæíî åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå

a = a(0) + a(1)h+ . . .+ a(l−2)hl−2 + a(l−1)hl−1,

ãäå a(0), . . . , a(l−1) ∈ Eh. Ïîýòîìó ýëåìåíò a ìîæíî çàäàòü âåêòîðîì
(a(0), . . . , a(l−1)) ðàçìåðíîñòè l, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó Eh. Ïóñòü ρ(x1, . . . , xm) � ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Eh. Îïðåäåëèì
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ïðåäèêàò ρl(x1, . . . , xm) íà ìíîæåñòâå Ek, êîòîðûé íàçîâåì l-é äåêàðòî-
âîé ñòåïåíüþ ïðåäèêàòà ρ. Åñëè a1, . . . , am � ýëåìåíòû èç Ek, êîòîðûå
îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðàìè

(a
(0)
1 , a

(1)
1 , . . . , a

(l−1)
1 ), . . . , (a(0)m , a(1)m , . . . , a(l−1)m ),

ãäå a(i)j ∈ Eh ïðè 0 ≤ i ≤ l − 1 è 1 ≤ j ≤ m, òî ïîëàãàåì

ρl(a1, . . . , am) ≡ ρ(a
(0)
1 , . . . , a(0)m ) & . . .& ρ(a

(l−1)
1 , . . . , a(l−1)m ).

Ïóñòü k ≥ h, σ(x1, . . . , xm) � ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Eh è q � îòîáðà-
æåíèå ìíîæåñòâà Ek íà ìíîæåñòâî Eh. Ïðåäèêàò ρ(x1, . . . , xm) íà ìíîæå-
ñòâå Ek íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðàçîì ïðåäèêàòà σ ïðè îòîáðàæåíèè q,
åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, . . . , am èç Ek ñïðàâåäëèâà ýêâèâàëåíòíîñòü

ρ(a1, . . . , am) ≡ σ(q(a1), . . . , q(am)).

Åñëè h ≥ 3, l ≥ 1, k ≥ hl è q � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Ek íà ìíî-
æåñòâî Ehl, òî ñåìåéñòâó B ïðèíàäëåæèò ïðåäèêàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ïîëíûì ïðîîáðàçîì l-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ïðåäèêàòà τh ïðè îòîáðàæå-
íèè q.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì k ≥ 3 ïðåäèêàò τ(x1, . . . , xk) ñåìåéñòâà B
îïðåäåëÿåò â Pk êëàññ Ñëóïåöêîãî.

Òåîðåìà Ðîçåíáåðãà. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ïðåäïîëíûå â Pk êëàññû è

òîëüêî îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäèêàòàìè ñåìåéñòâ P, O, L, E, C, B.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ïðåäïîëíûå â P2 êëàññû áûëè íàéäåíû Ý.Ïîñòîì â
1921 ã., à âñå ïðåäïîëíûå â P3 êëàññû � Ñ.Â.ßáëîíñêèì â 1953 ã.

� 3. Îäíîðîäíûå ôóíêöèè

Â èññëåäîâàíèÿõ ïî ôóíêöèÿì ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè âàæíóþ ðîëü
èãðàþò òàê íàçûâàåìûå îäíîðîäíûå ôóíêöèè. Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè
π íà ìíîæåñòâå Ek îáîçíà÷èì ÷åðåç Sπ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk,
ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Èíûìè ñëîâàìè, Sπ �
ýòî êëàññ Pol(π(x1) = x2). Ïîëîæèì

Hk =
⋂
Sπ,

ãäå ïåðåñå÷åíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì π íà ìíîæåñòâå Ek. Ôóíê-
öèè èç êëàññà Hk íîñÿò íàçâàíèå îäíîðîäíûõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç H∗k ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Hk, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî Ek−1.

45



Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òîHk èH∗k ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè êëàññàìè, à â êëàññ
H∗k âõîäÿò âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè.

Îïðåäåëèì åù¼ äâå îäíîðîäíûå ôóíêöèè. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ïóñòü

p(x, y, z) =

 z, åñëè x = y,
x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ôóíêöèÿ p íàçûâàåòñÿ òåðíàðíûì äèñêðèìèíàòîðîì, îíà ïðèíàäëåæèò
êëàññó H∗k . Â ñëó÷àå k = 2 ôóíêöèÿ p(x, y, z) ñîâïàäàåò ñ áóëåâîé ôóíê-
öèåé xȳ ∨ xz ∨ ȳz.

Ôóíêöèÿ rk(x1, . . . , xk−1) çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

rk(x1, . . . , xk−1) =

 xk, åñëè {x1, . . . , xk−1, xk} = Ek,
x1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ôóíêöèÿ r1(x1) ñîâïàäàåò ñ áóëåâîé ôóíêöèåé x̄1, à ôóíêöèÿ r2(x1, x2)
� ñ ôóíêöèåé 2x1 + 2x2, ãäå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî
ìîäóëþ 3.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 8. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ôóíêöèÿ p îáðàçóåò áàçèñ êëàññà H∗k .

Òåîðåìà 9. Ïðè ëþáîì k ≥ 2 ñèñòåìà ôóíêöèé {p, rk} îáðàçóåò
áàçèñ êëàññà Hk.
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